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Operatii cu multimi Produsul cartezian

Fie A, B, T multimi ai. AABCT.
A=B ddaca pentruoricexe T, x € Addaca xe B
ACB ddacd pentruoricex € T, x€ Aimplica x € B
ACB ddaca ACBsiA#B

Notdm cu (a, b) perechea ordonatd formata din a si b (care sunt
componentele lui (a, b)).

Observatii: dacad a # b, atunci (a, b) # (b, a); (a, b) # {a, b};
(7,7) este o pereche ordonat3 valids; doud perechi ordonate (a, b)

AUB = {xeT|xeAsauxecB} si (c,d) sunt egale ddacd a=csi b=d.

ANB = {xeT|xeAsixeB}

A-B = {xeT|xcAsix¢B)} Produsul cartezian a doua multimi A si B este definit astfel:
A = T-A={xeT|[x¢A Ax B={(ab)|acAsibec B}

Multimea partilor lui T se noteazd 27 sau P(T). Asadar, Exercitiu.

2T =P(T)={A|AC T} Ax(BUC) = (AxB)U(AxC)

Notatii: N={0,1,2,...} este multimea numerelor naturale; Ax(BNC) = (AxB)N(Ax ()
N* =N\ {0}; Z este multimea numerelor intregi; R este multimea
numerelor reale; Q este multimea numerelor rationale. 5
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Functii

Fie Asi B multimi si f : A — B o functie.

Spunem c3 f este definitd pe A cu valori in B, A se numeste
domeniul de definitie al functiei f si B se numeste domeniul
valorilor lui f sau codomeniul lui f.

Notatie: Multimea functiilor de la A la B se noteazd Fun(A, B),
BA sau (A — B).

Fie f : A— B o functie, X CAsi Y C B.
> f(X)={f(x) | x € X} este imaginea directd a lui X prin f;
f(A) este imaginea lui f.
> 1Y) ={x € X | f(x) € Y} este imaginea invers3 a lui Y
prin f.

» Fie f|x : X = B, f|x(x) = f(x) pentru orice x € X. Functia

f|x este restrictia lui f la X.

Functii

Fie f : A— B si g: B — C doua functii. Compunerea lor go f
este definita astfel:

gof:A— C, (gof)(x)=g(f(x)) pentru orice x € A.
Functia identicd a lui Aeste 14: A— A, 1a(x) = x.
O functie f : A — B este inversabild dac3 existd g : B — A astfel
incat gof =1 si fog = 1pg. Functia g este unica, se numeste
inversa lui f si se noteaz3 f—!.

O functie este bijectivd ddaca este inversabila.

Fie f : A— A. Pentru orice n € N, definim f" : A — A astfel:

fO=14 "1 =f"0f pentru n> 0.

Functii

Fie f : A— B o functie.
> f este injectiva daca pentru orice x1,x2 € A, x1 # xp implica
f(x1) # f(x2) (sau, echivalent, f(x1) = f(x2) implica
X1 = X2).
> f este surjectiva dacd pentru orice y € B exista x € A a.l.
f(x) = y (sau, echivalent, f(A) = B).

> f este bijectivd daca f este injectiva si surjectiva.

Functia caracteristica

Fie A, T multimi a.i. AC T. Functia caracteristicd a lui Ain
raport cu T este definitd astfel:

1 dacaxe A
XA - T — {07 1}7 XA(X) = {

0 dacax¢ A

Proprietati

Daca A, BC T si x € T atunci

xang(x) = min{xa(x), xa(x)} = xa(x) - x8(x)

xaus(x) = max{xa(x), xa(x)} = xa(x) + x5(x) = xa(x) - xa8(x)
Xcra(x) = 1—xa(x).

Observatie

Functia caracteristica se poate folosi pentru a arata ca doua
multimi sunt egale: A= B ddaca xa = xs.



Relatii binare

Definitie
O relatie binara intre A si B este o submultime a produsului

cartezian A x B.
O relatie binara pe A este o submultime a lui A x A.

Exemple
» |C NxN

| = {(k,n)| exista me N alil mk=n}

» <C NxN

<= {(k,n)| exists me Nai m#0si m+ k= n}

Relatii binare

ultime nevida si R C A x A o relatie binara pe A.

Notatie: S@iem xRy in loc de (x,y) € R si =(xRy) in loc de

(x,y) € R.
Definitie
> R este reflexivd daca xRx pentru orice x € A.
> R este ireflexiva dacd —(xRx) pentru orice x € A.
P> R este simetrica daca pentru orice x,y € A, xRy implica yRx.
> R este antisimetrica dacd pentru orice x,y € A,
xRy si yRx implica x = y.
> R este tranzitiva dacad pentru orice x,y,z € A,
xRy si yRz implica xRz.
> R este totald daca pentru orice x,y € A, xRy sau yRx.

Operatii cu relatii

Fie A, C multimi.
Definitie
» Daci R C A x B, atundi relatia inversi R™1 C B x A este
definita astfel:
Rt ={(b,a) | (a,b) € R}.

» Daca RC Ax Bsi @ C B x C, atunci compunerea lor
Qo R C A x C este definita astfel:

QoR={(a,c)| existd be B ali. (a,b) € Rsi(b,c) e Q}.
» Diagonala lui A este Ap ={(a,a) | a € A}

Exercitiu
» Compunerea relatiilor este asociativa.
» Daca RCAXx Batunci RoAp=Rsi AgoR=R.

Relatii de echivalenta

Definitie
Fie A o multime nevida. O relatie binara R pe A se numeste relatie
de echivalentd daca este reflexiva, simetrica si tranzitiva.

Notatii: Vom nota relatiile de echivalenta cu ~. Scriem x ~ y
dacd (x,y) €~ si x ¢ y dacd (x,y) & ~.

Fie A o multime nevida si ~ o relatie de echivalentd pe A.
Definitie

Pentru orice x € A, clasa de echivalenta [x] a lui x este definitd
astfel: [x] ={y e A|x~y}.



Relatii de echivalenta

Proprietati
> A= UXEA[X]'
» [x] =[y] ddacd x ~y.
> [x]N[y] =0 ddacd x £y ddaci [x] # [y].

Definitie

Multimea tuturor claselor de echivalenta distincte ale elementelor
lui A se numeste multimea cat a lui A prin ~ si se noteazd A/~.
Aplicatia m: A — A/~, 7(x) = [x] se numeste functia cét.

Multimi partial ordonate

Fie (A, <) o multime partial ordonats.

Proprietati
» Orice relatie de ordine total3 este reflexiva. Prin urmare, orice
multime total ordonatad este multime partial ordonata.
» Relatia < definitd prin x <y <= x <y si x # y este
relatie de ordine stricta.
» Dacid ) # S C A, atunci (S, <) este multime partial ordonata.

Dem.: Exercitiu.

Relatii de ordine

Definitie
Fie A o multime nevida. O relatie binara R pe A este relatie de

P> ordine partiala daca este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva.

» ordine strictd daca este ireflexiva si tranzitiva.

P> ordine totald daca este antisimetrica, tranzitiva si totala.
Notatii: Vom nota relatiile de ordine partiala si totala cu <, iar
relatiile de ordine stricta cu <.

Definitie
Dacd < este o relatie de ordine partiald (totald) pe A, spunem c3
(A, <) este multime partial (total) ordonata.

Multimi partial ordonate

Fie (A, <), multime partial ordonatd si () # S C A.

Definitie
Un element e € S se numeste
» element minimal al lui S dac3d pentru orice a € S,
a < e implica a = ¢;
» element maximal al lui S dac3d pentru orice a € S,
e < aimplicd a = ¢
» cel mai mic element (sau minim) al lui S, notat min S, daca
e < a pentru orice a € S,

» cel mai mare element (sau maxim) al lui S, notat max S, daca
a < e pentru orice a € S.



Multimi partial ordonate Multimi partial ordonate

Fie ) o multime partial ordonatd si ) # S C A.
ProorietSti Definitie
roprietati Un element e € A se numeste

> Atat minimul, cat si maximul lui S sunt unice (dacd exist3). > majorant al lui S dacs a < e pentru orice 2 € S:

» Dac3d min S existd, atunci min S este unicul element minimal . . o )
» minorant al lui S daca e < a pentru orice a € S;

al lui S.
v oy . . . » supremum al lui S, notat sup S, daca e este cel mai mic
» Dacd max$ existd, atunci max S este unicul element maximal . .
i S majorant al lui S;
al lui S.

» infimum al lui S, notat inf S, dac3 e este cel mai mare

> S poate avea mai multe elemente maximale sau minimale. . .
minorant al lui S.

» Un element minimal (maximal) al lui S nu este Tn general p L.
minim (maxim) al lui S. roprietati
» Atat multimea majorantilor, cat si multimea minorantilor lui S

Dem.: Exercitiu. pot fi vide.

» Daca existd, atat supremumul, cat si infimumul lui S sunt
unice.

Multimi bine ordonate Multimi inductiv ordonate

Fie (A, <)®multime partial ordonata.

o Fie (A, <) ultime partial ordonati.
Definitie
Spunem c¥ (A, <) este multime bine ordonat3 dac¥ orice Definitie
submultime nevidd a lui A are minim. In acest caz, < se numeste (A, <) se numeste inductiv ordonatd dacd orice submultime total
relatie de buna ordonare pe A. ordonatd a sa admite un majorant.
Exemple

Lema lui Zorn

(N, <) este bine ordonatd, dar (Z, <) nu este bine ordonatd. Orice multime inductiv ordonat3 are un element maximal.

Observatie e un instrument foarte util in demonstratii.

Orice multime bine ordonata este total ordonata.



Familii

o multime nevida.

Fie A o multime. O familie de elemente din A indexat3d de / este o
functie f : I — A. Notdm cu (a;)ies familia f : | — A, f(i) = a;
pentru orice i € /.

Daca fiecarui i € | i este asociata o multime A;, obtinem o familie
(indexatd) de multimi (A;)ie;.

Fie (Ai)ies o familie de submultimi ale unei multimi T. Reuniunea
si intersectia familiei (A;);es sunt definite astfel:

JA = {xeT| existsiclal xcAj}
iel
ﬂA,- = {x € T |xe€ A pentruorice i € I}
iel

Dacd Aj N A; = 0 pentru orice i,j € I,i # j, spunem cd | J;c; Aj
este o reuniune disjuncta.

LA CT.

n

Definitie

O relatie n-ara intre Ay, ..., A, este o submultime a produsului
cartezian [[_; A;.

O relatie n-ara pe A este o submultime a lui A”. Daca R este
relatie n-ar3d, spunem c3 n este aritatea lui R.
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Produsul cartezian al unei familii

Fie / Itime nevida si (A;)ies o familie de multimi.
Produsul cartezian al familiei (A;);ic; se defineste astfel:
HA,- = {f:/—>UA,-|f(i)€A,- pentru oriceie/}
icl icl
= {(xi)ies | xi € A; pentru orice i € I}.

Pentru orice j € I, aplicatia 7; : [];,
se numeste proiectie canonicd a lui []

Ai = A mi((xi)ier) = X
ie) Ai. Tj este surjectiva.
Exercitiu. Fie /I, J multimi nevide. Atunci

UAaxUB = UJ®ixg) si NAx(\B= [)AxB).

icl jed (ij)elxJ il j€d (ij)elxJ
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Axioma alegerii

Axioma alegerii (in englezd Axiom of Choice) (AC)

Dac3 (A;)ies este o familie de multimi nevide, atunci existd o
functie fc care asociazd la fiecare i € | un element fc(i) € A;.

» formulatd de Zermelo (1904)

P> a provocat discutii aprinse datorita caracterului sdu
neconstructiv: nu exista nicio regula pentru a construi functia
alegere fc.

Reformulare

Urm3toarea afirmatie este echivalenta cu Axioma alegerii:

Dacd (Aj)ies este o familie de multimi nevide, atunci [ A; este o
iel
multime nevida.
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Axioma alegerii

» Godel (1940) a demonstrat cd axioma alegerii este consistent3
cu ZF.

» Cohen (1963) a demonstrat c3 negatia axiomei alegerii este
consistenta cu ZF. Prin urmare, axioma alegerii este
independenta de ZF. Cohen a primit in 1966 Medalia Fields.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente cu Axioma alegerii:
» Lema lui Zorn

» Principiul bunei ordonari: Orice multime nevida X poate fi
bine ordonat3 (adicd, pentru orice X existd o relatie binarg <
pe X al (X, <) este multime bine ordonata).

H. Rubin, J. Rubin, Equivalents of the Axiom of Choice II, North
Holland, Elsevier, 1985

Multimi finite, numarabile

Definitia 1.3

O multime A se numeste finitd dacd A = () sau dacd existd n € N*
a.l. A este echipotentd cu {0,1,...,n—1}. In acest caz, notim
cu |A| num3rul elementelor lui A.

O multime care nu este finitd se numeste infinita.

Definitia 1.4
O multime A este numarabila dacd este echipotenta cu N.
O multime finitd sau numarabild se numeste cel mult numarabila.

Exemple
» 7, N x N si Q sunt numarabile.

» Orice submultime infinitd a lui N este numarabil3.

Teorema Cantor
P(N) nu este multime num3rabils.
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Echipotenta

Definitia 1.1

Spunem c3d A este echipotenta cu B daca existd o bijectie
f:A— B. Notatie: A~ B.

Propozitia 1.2
Pentru orice multimi A, B, C au loc:
(i) A~ A.
(ii) Dacd A ~ B, atunci B ~ A.
(iii) Dacd A~ B si B~ C, atunci A~ C.
Dem.: Exercitiu.

Observatie

Prin urmare, A este echipotentd cu B ddaca B este echipotenta
cu A. De aceea, spunem de obicei ca A si B sunt echipotente.
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Cardinale

28



Cardinale

dinale sau cardinalele sunt o generalizare a numerelor
naturale, ele*fiind folosite pentru a masura dimensiunea unei
multimi; au fost introduse de Cantor.

Definitia 2.1

Pentru orice multime A, cardinalul lui A (sau numarul cardinal al
lui A) este un obiect |A| asociat lui A a.l. sunt satisfacute
urmatoarele:

» |A| este unic determinat de A.

» pentru orice multimi A, B, avem cd |A| = |B| ddaci A ~ B.

Aceasta definitie nu specifica natura obiectului |A| asociat unei
multimi A.

Cardinale

Definitia 2.2
« este cardinal ddacd existd o multime A a.i. o = |A|. Spunem, in

acest caz, cd A este un reprezentant al lui «.

Desigur, orice multime echipotenta cu A este, de asemenea,
reprezentant al lui a.

Definitia 2.3

Fie o = |A| un cardinal. Daca A este finitd (respectiv infinitd),
spunem cd « este un cardinal finit (respectiv cardinal infinit).

Notatii
» Notdm 0 := |0] si, pentru orice n > 1, n:=|{0,1,...,n—1}|.
> |N| se noteazad Ny (se citeste alef zero).
» |R| se noteaza ¢ si se mai numeste si puterea continuumului.
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Cardinale

, este naturald Tntrebarea daca exista cardinale.
Un posibil raspuns este:

definim |A| ca fiind clasa tuturor multimilor echipotente cu A.

Un alt raspuns este definitia lui von Neumann din teoria
axiomatica a multimilor. Conform acestei definitii, pentru orice
multime A, |A| este tot o multime.

Colectia tuturor cardinalelor nu este multime, ci clasd. Vom nota
cu Card clasa tuturor cardinalelor.

Notam cardinalele cu o, 5, v, &, .. ..

30

Cardinale

Observatia 2.4

(i) O multime A este finitd ddaca existi n € N a.l. n = |A|. Prin
urmare, putem identifica cardinalul |A| cu numarul
elementelor lui A.

(ii) O multime A este numarabild ddacad |A| = No.

Observatia 2.5

(i) Pentru orice multime A, Fun(), A) are un singur element,
functia vid3. Prin urmare, |Fun(0, A)| = 1.

(i) Pentru orice multime nevidi A, Fun(A,0) = 0, deci
|Fun(A,0)| = 0.
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Cardinale - relatia de ordine

Definitia 2.6

Definim urmatoarea relatie: pentru orice cardinale o« = |A|,

p=I|B

’

a < B <= exista o functie injectiva f : A — B.

Observatia 2.7
Definitia relatiei < nu depinde de reprezentanti.

Dem.: Fie a = |A| = |A'|, B8 = |B| = |B’|. Consideram bijectiile

u:A— A'siv:B— B'. Demonstrim c3

a < B <= existd o functie injectivd g : A’ — B'.

= Fie f : A— B o functie injectiva. Atunci
g:=vofoul:A — B este injectivi.

< Avemci f :=v logou:A— B este injectivi.
Deci, definitia nu depinde de reprezentantii A si B.

Cardinale - relatia de ordine

Urma

rezultat este fundamental.

Teorema 2.9 (Teorema Cantor-Schréder-Bernstein)

Fie A si B doua multimi astfel incat exista f : A— Bsig: B — A

functii injective. Atunci A ~ B.

Dem.: (Schitd). Pentru orice n > 0, definim

hy = (gof)": A= A, An:=h,(A) CA, B,:=hy(g(B)) C A

Evident, hg = 14, Ao = Asi By = g(B). De asemenea, h, este
injectiva pentru orice n € N si hy, o hy, = hpqp pentru orice

m,n e N.

Afirmatia 1: Pentru orice n € N, B,11 C Apr1 € B, C A, Prin
urmare, (Ap)nen $i (Bn)nen sunt siruri descrescatoare de multimi

a.T. nnzo An = nnzo Bn.

Dem.:

Exercitiu suplimentar.

Cardinale - relatia de ordine

Relatiei < se asociaza o noud relatie, definita astfel:
a<f <= a<fsia#p.
Propozitia 2.8

(i) Pentru orice multimi A, B, dacd A C B, atunci |A| < |B].

(ii) Pentru orice cardinal finit o, avem cd o < Wp.

(iii) Pentru orice multime A si orice cardinal o, dacd oo < |A
atunci existy o submultime B a lui A a.l. |B| = a.

7

(iv) 0 < « pentru orice cardinal a.
(v) 1 < « pentru orice cardinal o # 0.
(vi) Relatia < este reflexivd si tranzitiva.

Dem.: Exercitiu.
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Cardinale - relatia de ordine

Introducem urmatoarele notatii:

C = ﬂ A, si, pentruorice ne N, Al := A,—B,, B := B,—Api1.
n>0

Se observa usor cd multimile C, J,~q A}, si U,>q By, sunt disjuncte
doua cate doua.

Afirmatia 2: A= CU,~0 A, UU,>0 Bn-

Dem.: Exercitiu suplimentar.
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Cardinale - relatia de ordine

f(a) dacdae CUU,50A,
®:A— B, da)=<b
din B ai. g(b)=a.

Observam c3 ® e bine definitd pe a doua ramura: deoarece
U B, | Bn=8Bo=g(B),
n>0 n>0

avem, in acest caz, a € g(B). Din injectivitatea functiei g, rezultd
cd existd un unic b€ B ali. g(b) = a.
Afirmatia 3: ® este bijectiva.

Dem.: Exercitiu suplimentar.

Prin urmare, A ~ B. L]

Cardinale - relatia de ordine

Teorema 2.11

Relatia < este totald, adicd pentru orice cardinale «, 5 avem c3
a<pfsaup<a.

Dem.: Fie o = |A| si 8 = |B|. Definim
F={(X,f)| X CAsif: X — B este functie injectiva}.
Evident, F este nevida. Definim relatia < pe F astfel:
(X1, ) < (Xo, k) &= X1 C X §i hlx, = fi.

Se observd usor cd (F, <) este o multime partial ordonats.

dacd a € |J,,~ Bj, si b este unicul element

Cardinale - relatia de ordine

a Teoremei Cantor-Schroder-Bernstein este

Teorema 2.10

Relatia < este antisimetrica, adicd pentru orice cardinale o, 3
avem:

a<Bsif<aimplicda=_.

Dem.: Fie o = |A| si 5 = |B|. Atunci
» o < [ ddacd existd o functie injectiva f : A — B.
» 3 < a ddacd exista o functie injectiva g : B — A.
» o=/ ddaca A~ B. O

Cardinale - relatia de ordine

Aplicand Lema lui Zorn, obtinem ca F are un element maximal
(Y,g). Deoarece Y C Assi g: Y — B este injectivd, avem cd
Y| <asi|Y| <. Dacd Y =A, atunci a = |A| = |Y| < 6.
Presupunem c3 Y # A. Distingem urmdtoarele doud cazuri:

> g este surjectivd. Atunci g este bijectiva, deci |Y| = |B].
Obtinem ca g = |B| = Y| < a.

» g nu este surjectivd. Atunci existd b € B — g(Y'). Deoarece
Y # A, ludm a € A— Y si definim functia f : YU {a} — B
astfel:

fly =g si f(a) = b.
Se observa usor ca (Y U{a},f) € Fsi(Y,g) <(YU{a},f),
ceea ce este o contradictie cu faptul cd (Y, g) este element
maximal al lui F. ]
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Cardinale - relatia de ordine

Teorema 2.12

Relatia < este o relatie de ordine totala.

Dem.: Exercitiu.

Rezultd usor ca

Corolar 2.13
Relatia < este o relatie de ordine stricta.

Dem.: Exercitiu.

Cardinale - relatia de ordine

Defin
rezulta

Deoarece f este injectivd, avem ca f(N) ~ N. Rezultd c3 7(N)
este o submultime numarabild a lui A. O]

unctia £ : N — A prin f(n) = a, pentru orice n € N,
este injectivd. Prin urmare, 8o < |A|.

Propozitia 2.15

Fie oo un cardinal finit si 3 un cardinal infinit. Atunci o < 3.

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 2.16

Fie A o multime infinitd si F C A o submultime finita a sa. Atunci
[A—Fl=A]

Dem.: Exercitiu.

Cardinale - relatia de ordine

Propozitia 2.14

Pentru orice multime infinitd A, Yo < |A|. Prin urmare, orice
multime infinitd are o submultime numarabila.

Dem.: Definim inductiv sirul (a,)nen din A cu proprietatea ca

aj # aj pentru orice i,j € N, i # j.

Deoarece A este nevida, exista ag € A.

Cum A este infinita, A — {ap} este nevid3, deci existd a; € A a.l.
al 75 dQ.

Cum A este infinita, A — {ao, a1} este nevid3, deci exista a; € A
al. ax # ap si ap # a1.

In general, presupunem c§ am definit ao, . . ., an € A distincte dou3
cate doud. Cum A este infinitd, A— {ao, ..., an} este nevids, deci
exista ap11 € A diferit de toti ag, ..., an.

Suma cardinalelor

Definitia 2.17
Fie o = |A| si 8 = |B| doud cardinale, reprezentantii A si B fiind
alesi a.i. AN B = 1. Definim suma cardinalelor o si 3 prin

a+ p:=|AUB|.

Observatia 2.18

Observdm mai intai ca pentru orice cardinale o, B putem alege
multimi A, B cu |A| = «, |B| = 8 si AN B = 0. Intr-adevdr, dacd
a=|U|si B=|V|, atunci ludm A= U x {1} si B=V x {2}.




Suma cardinalelor

Observatia 2.19
Definitia operatiei + nu depinde de reprezentanti.

Dem.: Fiea = |A| = |A], = |B| = |B'| cu ANB = ANB = 0.
Consideram bijectiile u: A — A’ si v: B — B’. Definim

u(x) dacia xe€ A

f:AUB—AUB, f(x)=
v(x) dacd x € B.

Se demonstreaza usor ca f este bijectiva. Prin urmare,
a+pB=]|AUB|=]AUB|. O

Suma cardinalelor

Propozitia 2.21

Pentru orice cardinal infinit o, avem o + o = «.

Dem.: Fie o = |A|. Definim
F={(X,f)|0#XCAsif:Xx{0,1} — X este functie bijectivd}.
Afirmatia 1: F este nevida.

Dem.: Deoarece A este infinita, putem aplica Propozitia 2.14
pentru a obtine o submultime num3rabild X = {x, | n € N} a lui
A. Definim

f:Xx{0,1} = X, f(xp,0) =x0n, F(Xn,1) = x2n+1.
Se observa usor c3 f este bijectie. Prin urmare, (X,f) € F. [}
Definim relatia < pe F astfel:
(X1, f) < (X2, o) <= X1 € Xo i o xyxfo,1} = f1-

Suma cardinalelor

Propozitia 2.20

(i) O este element neutru al lui +.

(ii) Operatia + este comutativd si asociativa.

(iii) Pentru orice cardinale «, f3, ,
B <~ implicd a+ 8 < a+-.

In particular, o < o + .

Dem.: Exercitiu.

Suma cardinalelor

r ca (F, <) este o multime partial ordonata.
Afirmatia 2: (F, <) este inductiv ordonata.

Demonstratie: Fie G = (X;, f;);c; o submultime total ordonat3 a
lui F. Fie X :=J;c; Xi € A. Definim f : X x {0,1} — X astfel:

daca x € X, alegem un i € | ai. x € X si definim
f(x,t) = fi(x, t) pentru orice t € {0,1}.

Definitia lui f este corectd, deoarece pentru orice i,j € I,i # J,
dacd x € X; N Xj, atunci fi(x, t) = fi(x, t). De asemenea, se
observa usor ca (X, fi) < (X, f) pentru orice i € I.

Ramane sa mai aratam ca f este bijectiva.



Suma cardinalelor

am ca f este surjectiva. Fie y € X arbitrar. Atunci exista

iel al. X;. Deoarece f; este surjectiva, exista x € X;,

t € {0,1} a&. fi(x,t) =y. Conform definitiei lui f, rezultd ca

f(x,t) = fi(x,t) =y.

Demonstram c3 f este injectiva. Fie x,y € X,s,t € {0,1} a..

f(x,s) =f(y,t). Atunci exista i,j € | ai x e Xjsiye€X;.

Rezultd ca f(x,s) = fi(x,s) si f(y, t) = fi(y, t), deci

fi(x,s) = fj(y, t). Deoarece G este total ordonatd, avem

urmatoarele doud posibilitati:

> (Xi, f;) < (X, f;). Atunci x € X; C X; si fi|x;x{0,1} = fi, deci

fi(x,s) = fi(x,s). Obtinem ca fi(x,s) = fj(y, t). Deoarece f;
este injectiva, rezulta ca x =y si s = t.

> (Xj,f;) < (Xi,f;). Se demonstreaza similar cd x =y si s = t.
|

Suma cardinalelor

ropozitia 2.16, avem ca |Y| =|A— (A—=Y)| = |A] = a.

= [V > {0, 1} = [(Y x {0}) U (Y x {1})|
= Y x{0}H+|Y x{1} =|Y|+|Y|=a+a. O

Propozitia 2.22

Daca « si B sunt cardinale cu « infinit si 8 < «, atunci o+ 8 = «.
Dem.: Exercitiu.
Propozitia 2.23

Fie a, B cardinale a.i. cel putin unul dintre ele este infinit. Atunci

a+ B = max{a, B}.

Dem.: Exercitiu.

Suma cardinalelor

ema lui Zorn, obtinem c3 F are un element maximal
(Y, g). ar, 0 £Y CAsig:Y x{0,1} — Y este bijectie,
deci |Y % H=1Y].

Afirmatia 3: A — Y este finita.

Demonstratie: Presupunem ca A — Y este infinita. Din
Propozitia 2.14, rezulta ca A — Y are o submultime numarabila C.

Obtinem, ca Tn demonstratia Afirmatiei 1, o bijectie
h: Cx{0,1} — C. Definim

g(x,t) daca xeY

L(YUC)x{0,1} = YUC, p(x,t)=
pi{YUC) {01} plx:t) {h(x,t) dacs x € C.

Deoarece g si h sunt bijectii, se arata usor ca p este, de asemenea,
bijectie. Rezultd ca (YU C,p) € Fsi (Y,g) < (YUC,p), ceea
ce contrazice maximalitatea lui (Y, g). Prin urmare, A— Y este
finita. |
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Produsul cardinalelor

Definitia 2.24

Fie a« = |A| si p = |B| doua cardinale. Definim produsul
cardinalelor o si 8 prin

a-f:=]AxB].
Observatia 2.25
Definitia operatiei - nu depinde de reprezentanti.
Dem.: Fie a = |A| = |A/|, 8 = |B| = |B’|. Considerdm bijectiile
u:A— A'siv:B— B Definim

f:AxB— A xB', f(ab)=(u(a),v(b)).

Se demonstreaza usor ca f este bijectiva. Prin urmare,
a-B=]AxB|=|A" x B. O
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Produsul cardinalelor Produsul cardinalelor

— Propozitia 2.27
Propozitia 2.26 Pentru orice cardinal infinit o, avem « - o« = «.
(i) 0-a=a-0=0 pentru orice cardinal c. Dem.: Fie o = |A|. Definim

(ii) 1 este element neutru al fui -. F={(X,f)| X CA Xinfinits si f: X — XxX este functie bijectivi}.

(iii) Pentru orice cardinale «v, f3, ,
Afirmatia 1: F este nevida.

B <~ implicaa-f5<a-y. Demonstratie: Deoarece A este infinita, putem aplica
Propozitia 2.14 pentru a obtine o submulfime numarabila X C A.
(iv) Pentru orice cardinale o, § a.l. §#0, a < a- . Prin urmare, existd o bijectie g : X — N. Deoarece N x N este
(v) Operatia - este comutativd, asociativa si distributiva fata de numarabild, existd o bijectie f : N x N — N. Definim

+.
h: X x X=X, h(x,y)=(g"" o f)g(x),g())-

Se arat3 usor c3 h este bijectie. Rezultd c3 (X, h™1) € F. |

Dem.: Exercitiu.
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Produsul cardinalelor Produsul cardinalelor

latia < pe F astfel:
) < (X2, h) <= X1 € X3 5i h|x, = fi.

Definim inductiv o pentru orice n € N* astfel:

1 _ n+l _ _n

Se observa usor cd (F, <) este o multime partial ordonata. ¥ =a a e
Afirmatia 2: (F, <) este inductiv ordonata.

Dem.: Exercitiu. Propozitia 2.28
Aplicand Lema lui Zorn, obtinem ca F are un element maximal Pentru orice cardinal infinit « si orice n € N*, " = «.

Y,g). Fie B :=|Y/|. Cum Y este o submultime infinitd a lui A, .\
(Y.g) o #=I" A ! Dem.: Exercitiu.
avem ca [ este un cardinal infinit si 8 < . Deoarece
g: Y — Y x Y este bijectie, avem ca -

Propozitia 2.29
() B=lYI=YxY[=[Y]|-]Y]|=p55.

Afirmatia 3: 5 = Daca « si B sunt cardinale cu « infinit si 0 # 3 < «, atunci

. . a-f=a.
Dem.: Exercitiu suplimentar. p

Dem.: Exercitiu.
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Aplicdm acum (x) pentru a conclude cd o - o = a. O



Produsul cardinalelor

Propozitia 2.30

Fie o, B cardinale nenule a.i. cel putin unul dintre ele este infinit.
Atunci « - B = max{a, 5}.
Dem.: Presupunem ca « este infinit. Deoarece < este totala,
avem urmdtoarele doud cazuri:
» 5 < a. Atunci max{a, 8} = a si a - = a, conform
Propozitiei 2.29.
» «a < . Atunci [ este, de asemenea, infinit, max{a, 8} = (3 si
a-fB=p-a= [, conform Propozitiei 2.29. O

Exponentierea cardinalelor

Observatia 2.33
(i) Pentru orice cardinal o, 1* = 1,00 = 1.

(ii) Pentru orice cardinal nenul o, 0% = 0.

Dem.: Exercitiu.

Lema 2.34

Fie A, B, C multimi. Atunci
(i) Fun(A, Fun(B, C)) ~ Fun(A x B, C).
(ii) Fun(A, B x C) ~ Fun(A, B) x Fun(A, C).
(iii) Dacd in plus AN B =0, atunci
Fun(AU B, C) ~ Fun(A, C) x Fun(B, C).

Dem.: Exercitiu.
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Exponentierea cardinalelor

Definitia 2.31

Fie a« = |A| si = |B| doua cardinale. Definim
o .= |AB| = |Fun(B, A)|.

Observatia 2.32
Definitia lui &® nu depinde de reprezentanti.
Dem.: Fie a = |A| = |A/|, 8 = |B| = |B’|. Considerdm bijectiile
u:A— A siv:B— B Definim ®: Fun(B,A) — Fun(B', A)
astfel:

pentru orice functie f : B — A, ®(f):=uofov!l:B — A
Se demonstreaza usor cad ® este inversabila, inversa sa fiind

W : Fun(B',A') — Fun(B,A), W(g)=ultogov

Exponentierea cardinalelor

Propozitia 2.35

Fie o, B, v cardinale arbitrare.
(i) ot =af o, (a-B)=a-B7si (aﬁ)v = af.

(ii) Dacd o < 3, atunci o < (7.

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 2.36

Fie o un cardinal infinit si B un cardinal a.1. 2 < 3 < 2%. Atunci
/BCM — 2C(.

Dem.: Exercitiu.

Prin urmare, o = |Fun(B, A)| = |Fun(B’, A")|. O
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Exponentierea cardinalelor

Propozitia 2.37

Fie o un cardinal.
(i) Pentru orice reprezentant A al lui «, are loc |P(A)| = 2°.
(i) a < 2%.
Dem.: Fie o = |A|.
(i) Avem c3a 2% = |Fun(A,{0,1})|. Definim
V:P(A) — Fun(A,{0,1}), W(B)= xs,
unde g este functia caracteristica a submultimii B a lui A.
Se demonstreaza usor ca W este bijectiva.
(ii) Deoarece functia f : A — P(A), f(a) = {a} este injectiva,
avem c3 a < 2%, Conform (S1.1), nu existd functii surjective

cu domeniul A si codomeniul P(A). Rezultd ca o # 2%. Prin
urmare, o < 2%. ]

Cardinale

Propozitia 2.39

Fie « = |A|, 8 = |B| doua cardinale nenule. Urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) a <.

(ii) Existd o functie surjectivi g : B — A.

Dem.: (i)=(ii) Fie f : A — B injectivd. Fixdm ap € A. Definim

ap daca be B—f(A)
g:B— A g(b)=<(a daci be f(A)siaeste unicul element
din A ai. f(a)=b.

Deoarece f este injectiva, g este bine definita. De asemenea, se
observa imediat ca g este surjectiva.
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Cardinale

Propozitia 2.38

Fie o un num3r cardinal si (A;)ic; o familie de multimi a.7.
|Ai| < a pentru orice i € . Atunci

|UielA"‘ <a-|l.

Dem.: Fie o = |A|. Pentru orice i € I, deoarece |A;| < a, existd o
functie injectiva f; : A; — A.
Definim f : [J;c; Ai — A x | astfel:

dacd a € [ J;¢; Ai, alegem i; € | cu a € A;, si definim

f(a) = (£,(a), ia)-

Rezultd usor c3 f este injectiva: dacd a, b € J;c; Aj sunt a.l.
(fi,(a),is) = (fi,(b), ip), atunci iy = iy si f;,(a) = fi,(b). Rezultd c3
fi,(a) = f,(b), deci a = b, deoarece f;, este injectiva.
Prin urmare, |U;c; Ail < [Ax I =a-|l]. O
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Cardinale

: B — A surjectiva. Pentru fiecare a € A, alegem un
B ai. g(b,) = a. Definim

(ii)=()

element b,
f:A— B, f(a)=b,.

Se aratd usor cd f este injectiva: dacd aj,a» € A a.l. by, = b,
atunci a1 = g(ba,,) = g(ba,) = a2. Prin urmare, o < 3. O

Propozitia 2.40

Pentru orice multime infinitd A, | ,cn- A" = | Al

Dem.: Exercitiu.
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Cardinale Cardinale - numarabilitate

Propozitia 2.41 Propozitia 2.42
Fie A o multime infinitd si Pf(A) multimea tuturor submultimilor (i) Dacd A este numdrabild, atunci A este numarabild pentru
finite ale lui A. Atunci |P¢(A)| = |A|. orice k € N*.
(ii) Orice submultime infinitd a unei multimi numarabile este
Dem.: Definim functia g : A — Pr(A), g(a) = {a}. Deoarece g numsrabils.
este injectivd, rezultd cd (i) O reuniune cel mult numarabild de multimi cel mult
Al < [Pr(A)]. numarabile este cel mult numarabila.
Prin urmare, Pr(A) este o multime infinits. Fie P’ = Pr(A) — {0}. (iv) Z este numdrabila.
Conform Propozitiei 2.16, avem cd |P’| = |Pr(A)|. (v) Q este num3rabils.
Definim h: (J,cn- A" — P’ astfel: Dem.:
dacd a = (a1,...,a,) € A" (n > 1), atunci h(a) = A’, unde A’ este (i) Avem c& |A| = Rg. Prin urmare, |AK| = RE = R, conform
multimea obtinuta luand toti a; diferiti. Propozitiei 2.28.
Se observa usor c3 h este surjectivd. Aplicand Propozitiile 2.39 si (i) Fie B o multime numadrabild si A C B o multime infinita.
2.40, rezultd c3 |Pr(A)| = |P'| < |Upen- A" = 1A Atunci |A| < |B| = Xg. Pe de alt3 parte, avem din
Aplicdm Teorema Cantor-Schroder-Bernstein. O Propozitia 2.14 cd Xy < |A|. Aplicdm Teorema

Cantor-Schroder-Bernstein.

Cardinale - numarabilitate Cardinale

I o multlme cel mult numarabilad (deci |/| < Vo) si (Aj)ics Propozitia 2.43

2R — .
Dem.: Dennstrém c3 ¢ = |P(N)| si apoi aplicim

< Ry-|l| conform Propozitiel 2.38 Propozitia 2.37.(i). Definim urmatoarea functie

oo .
iel 2xa(i)
. - ¢:P(N)—=-R, &A= =
< Ng-Np din Propozitia 2.26.(iii) P(N) , 9(A) z% 3
n—=
Ny Al Prepeziia 2.27- Demonstram ca seria consideratd mai sus este convergenta.
(iv) Z=NUA, unde A =J,cn-{—n}. Aplicdm (iii) de dou3 ori Deoarece seria este cu tenrmeni pozitivi, e suficient sa ardtam ca
pentru a obtine ca A este cel mult numarabila si, apoi, ca Z sirul sumelor partiale (Z 2X§‘;(i)> este majorat. Observim c3,
este cel cel mult numarabila. Cum Z este infinita, avem ca Z i=0 neN

este numarabil3 pentru orice n € N, avem

(v) Pentru orice n € N*, fie A, := {7 | m € Z} si 2xali) ) (l)’”’l
fn 1 Z — An, fo(m) = ™. Este evident ca f, este bijectivd, Z 3i Z 3 22 3 1 _3 T < 3.
deci A, este numarabild pentru orice n € N*. Deoarece i=0 3
Q = Upen- An, aplicdm (iii) si faptul c3 Q este infinits. [ Asadar, ® este bine deﬁmta-
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Cardinale

1: ® este injectiva.

je: Presupunem ca A # B si demonstram ca
®(A) # ®(B). Deoarece A si B sunt diferite, existd

I :=min{i € N | xa(i) # xg(i)}. Presupunem far3 a restrange
generalitatea cd XA(/) = 0si xg(/) = 1. Definim

—1 .
2 2
= Z XA( ) Z —X;.(I) dacs /| #0 si a:=0daci/=0.

i=0

Pentru orice n > | +1 avem

n : n 5 n—/—-1
2xa(i) 2-0 2xa(i) 2 1
D TF T At ) THrsatmm )
i=0 i=l+1 i=0
21— (! 1 1
= atgm ! <a+3,+1-g:a+?.

Cardinale

Deoa
functia

(QQ este numarabild, exista o bijectie j : N — Q. Definim

V:R—PN), VY(r)={neN|jn) <r}.

Afirmatia 2: V este injectiva.

Demonstratie: Fie r; # r» doud numere reale. Fara a restrange
generalitatea, putem presupune cd r; < r». Deoarece QQ este densa
n R, exista g € Q astfel Incat 1 < g < rn. Cum j este bijectiva,
existd m € N al. j(m)=gq. Rezultd ca m € V(r) si m & V(r),
demonstrand astfel ¢ W(r) # V(r). [ |

Prin urmare,

(xx) ¢ <[P(N)].

Aplicam Teorema Cantor-Schroder-Bernstein pentru a obtine, din
(*) si (**), cd ¢ = [P(N)]. O
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Cardinale

Rezu

00 .
2xa(i) 1
i=0

Pentru orice n > [ + 1 avem

z":2x§i(i) _ogp 2t z": 2><B() %

i=0 i=l+1
Asadar,
= 2x5(i) 2 1
CD(B):; 3 za+?>a+?.
Obtinem astfel cd ®(A) < ®(B), deci ®(A) # ¢(B). |

Cum @ este injectiva, avem ca
(+) [P(N) <c.
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Cardinale

Propozitia 2.44

R nu este numdarabila.
b

Dem.: Aplicand Propozitiile 2.43 si 2.37.(ii), obtinem c3

Ro < 28 = ¢, deci Xg # c. ]
Lema 2.45
Pentru orice numere reale a < b, ¢ < d, |(a, b)| = |(c, d)|.

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 2.46

Pentru orice numere reale a < b,

|(a7 b)| - |[aa b)| - |(a> b]| - |[a> b]| =c

Dem.: Exercitiu. »



LOGICA PROPOZITIONALA

Logica propozitionala - informal

Consideram anumite propozitii ca find atomice si le notam

p,q,r,...sau pi, pP2,P3,....
Exemple: p=Numarul 2 este par. g=Maine ploud. r=Sunt obosit.

Pornind de la propozitiile atomice, putem crea propozitii complexe
(notate ¢, ¥, x, ---) folosind conectorii logici — (negatia), —
(implicatia), Vv (disjunctia), A (conjunctia), <+ (echivalenta).

Exemple:
-p = Numarul 2 nu este par.
pVqg = Numarul 2 este par sau méine ploua.
pAqg = Numarul 2 este par si maine ploua.
p—q = Daca numarul 2 este par, atunci maine ploua.
p<>q = Numarul 2 este par dac3d si numai daca méine ploua.

Putem aplica repetat conectorii pentru a obtine propozitii si mai
complexe. Pentru a elimina ambiguitatile, folosim parantezele (, ).

Exemplu: ¢ = (pAq) = ((—r) Vq) .

Logica propozitionala - informal

logicii propozitionale este bazat pe propozitii sau enunturi
despre care se poate argumenta in principiu cd sunt
false.

declara
adevarate

Propozitii declarative
» Suma numerelor 2 si 4 este 6.
» Mihai Eminescu a fost un scriitor roman.
> Maria a reactionat violent la acuzatiile lui lon.

» Orice numar natural par > 2 este suma a doua numere prime.
(Conjectura lui Goldbach).

> Andrei este destept.

» Martienilor le place pizza.

Propozitii care nu sunt declarative
» Poti sa Tmi dai, te rog, painea?

» Pleac3!

Logica propozitionala - informal

Exemplu:

Fie propozitia:

w=Daca este frig afara, trebuie sa imi iau paltonul.
Consideram propozitiile atomice

p=Este frig afard.  q=Trebuie s3 Tmi iau paltonul.

Atunci ¢ = p — q. Cine este —p?

- = p A (—q)=Este frig afard si nu trebuie s3 imi iau paltonul.
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Logica propozitionala - informal

Exemplu:
Fie propozitia:
p=Daca trenul intarzie si nu sunt taxiuri la gara, atunci lon
Intarzie la Tntalnire.

Consideram propozitiile atomice

p = Trenul intarzie.
g = Sunt taxiuri la gara.
r = lon intarzie la Intalnire.

Atunci ¢ = (p A (—q)) — r.

Presupunem c3 ¢, p sunt adevarate si r este falsd (deci —r este
adevdratd). Ce putem spune despre g7 g este adevarata.

Logica propozitionalda LP - Limbajul

Definitia 3.2

Multimea Expr a expresiilor lui LP este multimea tuturor sirurilor
finite de simboluri ale lui LP.

> Expresia vidd se noteaza .

P> Lungimea unei expresii # este numarul simbolurilor din 6.
Sim™ este multimea sirurilor de simboluri ale lui LP de
lungime n.

> Prin conventie, Sim® = {\}. Atunci Expr = J,,cy Sim".

Propozitia 3.3
Multimea Expr a expresiilor lui LP este numd3rabila.

Dem.: Exercitiu.

Logica propozitionala LP - Limbajul

Definitia 3.1
Limbajul logicii propozitionale LP este format din:
» o multime num3rabild V = {v, | n € N} de variabile;
» conectori logici: — (se citeste non), — (se citeste implicd)

» paranteze: (, ).

e Multimea Sim a simbolurilor lui LP este

Sim:=VU{~—,()}

e Notam variabilele cu v, u, w, vp, vi, vo,. ..
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Logica propozitionald LP - Limbajul

Definitia 3.4
Fie 0 = 0p01 ...0k_1 0 expresie a lui LP, unde 0; € Sim pentru
orice i € {0,1,...,k—1}.
» Daca 0 <i<j<k—1, atunci expresia 0; ...0; se numeste
(i,j)-subexpresia lui 0;
» Spunem c3 o expresie v apare in 6 dac3 existd
0<i<j<k—1 ai 1 este(i,j)-subexpresia luif.
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Formule

Defin ormulelor este un exemplu de definitie inductiva.

Definitia 3.5

Formulele lui LP sunt expresiile lui LP definite astfel:

(FO) Orice variabild propozitional3 este formula.

(F1) Daca ¢ este formuld, atunci (—y) este formuls.

(F2) Daca ¢ si 1) sunt formule, atunci (¢ — 1)) este formula.

(F3) Numai expresiile obtinute aplicind regulile (F0), (F1), (F2)
sunt formule.

Notatii: Multimea formulelor se noteaza Form. Notam formulele

cu P, X, . ...
» Orice formul3 se obtine aplicand regulile (F0), (F1), (F2) de
un numar finit de ori.
» Form C Expr. Formulele sunt expresiile " bine formate".

Principiul inductiei pe formule

Propozitia 3.6
Multimea Form a formulelor lui LP este numarabila.

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 3.7 (Principiul inductiei pe formule)
Fie P o proprietate. Presupunem ca:
(0) Orice variabild are proprietatea P.

(1) Pentru orice formuld ¢, dacd ¢ are proprietatea P, atunci si
() are proprietatea P.

(2) Pentru orice formule p, 1), dacd ¢ si 1 au proprietatea P,
atunci (¢ — 1) are proprietatea P.

Atunci orice formuld ¢ are proprietatea P.

Formule

Exemple:
» vi— — (v2), =v1vp nu sunt formule.

» ((vi = w) — (—v1)), (-(va = v2)) sunt formule.

Citire unica (Unique readability)

Daca ¢ este o formula, atunci exact una din urmatoarele
alternative are loc:

» o =v,unde v eV,
» o = (—1)), unde 1) este formul;
» ¢ = (¢ — x), unde 1, x sunt formule.

Mai mult, scrierea lui ¢ sub una din aceste forme este unica.
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Formule

Fie ¢ rmuld a lui LP.

Notatie:

N3m cu Var(p) multimea variabilelor care apar in .

Definitia 3.8

O subformula a lui  este orice formuld ) care apare in .
Notatie: Multimea subformulelor lui ¢ se noteaza SubForm(yp).

Exemplu:
Fie ¢ = ((vi = v2) = (—v1)). Atunci

SubForm(yp) = {v1, v2, (vi = w2),(—v1), ¢}
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Formule

Conectorii derivati \V (se citeste sau), A (se citeste si), <+ (se
citeste daca si numai dac3) sunt introdusi prin abrevierile:

(eVvy) = ((-¢) =)

(eny) = (=(¢— (=9)))

(o) = (p=>V)N W =)
Conventii

> in practic3, renunt3m la parantezele exterioare, le punem
numai atunci cand sunt necesare. Astfel, scriem =, ¢ — 1,
dar scriem (¢ — ¥) — x.

» Pentru a mai reduce din folosirea parantezelor, presupunem ca
e — are precedenta mai mare decat ceilalti conectori;
e A,V au precedentd mai mare decat —, <.

Prin urmare, formula (((¢ — (¥ V x)) A ((—¢) <> (¢ V x))) va fi
scrisd (¢ = YV X)A (7Y <> ¥V X).

Principiul recursiei pe formule

Propozitia 3.9 (Principiul recursiei pe formule)

Fie A o multime si functiile
Go:V—-A G.:A—A GL:AxA—-A
Atunci exista o unica functie
F:Form— A

care satisface urmdatoarele proprietati:

(RO) F(v) = Go(v) pentru orice variabild v € V.

(R1) F(—y) = G-(F(y)) pentru orice formuld .

(R2) F(p — v) = GL(F(v), F(v)) pentru orice formule o, .

Principiul recursiei pe formule se foloseste pentru a da definitii
recursive ale diverselor functii asociate formulelor.

Formule

Scriem ¢ A A x In loc de (¢ A1) A x. Similar, scriem ¢ V¢V x
in loc de (p V) V x.

Fie ¢1,p2,..., ¢, formule. Pentru n > 3, notam

1A Ao = (- (1 AP2) A3) Ao Apn—1) A @n
1V Von = (.. (p1V2) V3) V... Vpn1) V.

n

> 1 A... A, se maiscrie si \7_; @i sau /\ ©j.
i=1
n

> o1 V...V, se maiscrie si \/]_; i sau \/ ©i.
i=1
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Tabele de adevar

Valori de adevar

Folosim urma3toarele notatii pentru cele doua valori de adevar:

1 pentru adevarat si O pentru fals. Prin urmare, multimea valorilor
de adevar este {0,1}.

Definim urmatoarele operatii pe {0, 1} folosind tabelele de adevar.

p|-p
-:{0,1} — {0,1}, ol1
110
Se observa ca "p=1<«<= p=0.
Pla|pP—q
0|01
—:{0,1} x {0,1} — {0, 1}, 0|11
17010
111

Seobservicap—+qg=1<=p<gq.

Evaluari

Definitia 3.10
O evaluare (sau interpretare) este o functie e : V — {0,1}.

v
Teorema 3.11
Pentru orice evaluare e : V — {0, 1} existd o unic3 functie

e" : Form — {0,1}

care verifica urmatoarele proprietati:
» e (v) = e(v) pentru orice v € V.
> et (—p) = —eT(p) pentru orice p € Form,
> et (p — ) = et (¢) = et () pentru orice ¢, 1 € Form.
Dem.: Aplicdm Principiul Recursiei pe formule (Propozitia 3.9) cu
A={0,1}, Go=e, G- :{0,1} — {0,1}, G-(p) =-psi
G, :{0,1} x {0,1} — {0,1}, G,(p,q)=p—q. O

Tabele de adevar

Operatiile V : {0,1} x {0,1} — {0,1}, A:{0,1} x {0,1} — {0,1}
si+»:{0,1} x {0,1} — {0,1} se definesc astfel:

pPlq|pVg Plqg|pAg Plq|prq
0|00 0[0]0 0/0]1
0|11 0[1]0 0[1]0
1/0]1 1(0(0 1(0(0
111 111 111

Observatie
Pentru orice p,q € {0,1}, pVg=-p—>q, pAg=-(p— q)
sipog=(p—=>q)A(q—p).

Dem.: Exercitiu.

Evaluare (Interpretare)

— {0,1} o evaluare.

Propozitia 3.12

Pentru orice formule p, 1,

ef(pVy)=e(p) Ve (v),
ef(pny)=e(p)Aet (),
eT(p 1) =e(p) & T (V).

Propozitia 3.13

Pentru orice n > 2 si orice formule @1, ..., pp,
> et (o1 A...ANpp) =1 ddacd e (p;) = 1 pentru orice
ie{l,...,n}.
> et (p1V...V,) =1 ddac existi i € {1,...,n} a.f
et(pi) =1
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Evaluare (Interpretare)

Propozitia 3.14
Pentru orice formuld ¢ si orice evaludri e, ex : V — {0,1},

e1(v) = ex(v) pentru orice v € Var(¢) = e; () = & (¢).

Prin urmare, evaluarea unei formule depinde doar de evaluarile
variabilelor care apar n formula.

Consecinta semantica. Echivalenta

Definitia 3.17
Fie ¢, doua formule. Spunem ca
P este consecintd semantica a lui v daca
Mod(v)) C Mod(p). Notatie: 1) F .
» o si 1) sunt (logic) echivalente dacd Mod(v)) = Mod(yp).
Notatie: ¢ ~ 1.
Observatie
Relatia ~ este o relatie de echivalenta pe multimea Form a
formulelor lui LP.
Propozitia 3.18
Fie ¢, formule. Atunci
(i) Y E ¢ ddacd E v — .
(if) ¥ ~ ¢ ddacd (Y E ¢ sipFE1)) ddacd E 1+ .

Modele. Satisfiabilitate. Tautologii

Fie ¢ rmula.
Definitia 3.15
» O evaluare e : V — {0, 1} este model al lui ¢ daca
et () = 1. Notatie: e F .
» © este satisfiabila daca are un model.

» Daca ¢ nu este satisfiabild, spunem si cd ¢ este nesatisfiabild
sau contradictorie.

» ¢ este tautologie daca orice evaluare este model al lui .
Notatie: F .

Notatie: Multimea tuturor modelelor lui ¢ se noteazad Mod(yp).

Propozitia 3.16
(i) ¢ este tautologie ddacd —p este nesatisfiabild.

(ii) @ este nesatisfiabild ddacd —y este tautologie.
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Metoda tabelului

Exemplu:
Fie

e=v1 = (va = (vi A w)).

Vrem sa demonstram ca F .

Var(p) = {v1, va}.

vi o lviAwm | v—=(viAw) | p
0 O 0 1 1
0 1 0 0 1
1 0 0 1 1
1 1 1 1 1
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Tautologii, consecinte semantice si echivalente

Propozitia 3.19

Pentru orice formule ¢, 1, x,

tertul exclus FoV-op
modus ponens ON(p—=Y)EY
afirmarea concluziei YE =
contradictia FE (e A )
dubla negatie @~
contrapozitia o= ~p—
negarea premizei pFEp =Y
modus tollens YA (o= P)F -

tranzitivitatea implicatiei (¢ — ) A (Y = xX) Ep — x

Tautologii, consecinte semantice si echivalente

p—=PAX~(p—=P)A(p—x)
p=>PVx~(p—=>9Y)V(p—x)
pAY = x~(p—=X)V (Y —=X)
VY = x~(p—=x)ANW—X)
p=>W=2x)~Y=2(@=2x)~(@—=29) =2 (= x)
i~ =~ (o= P) A (e = )
o=~V Y~ (e A )
VY~V (mpAp)~(p—=Y) =9
pe(Wex)~ (o) ex
Flp—=9)V(mp =)
Fle—=9) V(e — )

F—p = (= < (¥ — ¢))
Flp—=19) = (((p = x) =) =)

Dem.: Exercitiu.

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

(22)
(23)
(24)
(25)
(26)
(27)
(28)
(29)
(30)
(31)
(32)
(33)
(34)
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Tautologii, consecinte semantice si echivalente

el de Morgan oV~ (- A(9)  (10)
N~ =((=p) V(=)  (11)
exportarea si importarea o= —=x)~eANY—=x  (12)

idempotenta p~eANp~pVp (13)

slabirea FopAY — ¢
comutativitatea pAY ~ Y A

Fo—=eVy (14)
oV ~1pVe(15)

asociativitatea eANWAX)~(@eAYP)AXx  (16)
pV(EVX)~(evy)V x  (17)

absorbtia oV(pAY)~op (18)

oA (oVYP)~ o (19)

distributivitatea @A (¥ V x) ~ (e AY) V(e Ax) (20)

Exemplu de demonstratie

l. Folosim tabelele de adevar.

et () | net(p) | et(p) Vet ()

0 1 1
1 0 1

Il. Rationam direct.

Avem doua cazuri:

V(W AX)~(eVY)A(pVx) (21)

1. Observim c3 et (o V —p) = et () Vet (p).
Putem demonstra c3 et (¢) V met(p) =1 in doud moduri.

> ef(p) =1. Atunci —e™ () = 0 si, prin urmare,

et(p)V-et(p) =1,

» eT(p) =0. Atunci —e™ () = 1 si, prin urmare,

et (p)Voet(p)=1.
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Multimi de formule

Fie
Definitia 3.20

» O evaluare e : V — {0,1} este model al lui T dacd este model
al fiecarei formule din T (adica e F ~ pentru orice v € T).
Notatie: e ET.

» [ este satisfiabild dacd are un model.

ultime de formule.

» Dacd I nu este satisfiabild, spunem si ca [ este nesatisfiabild
sau contradictorie.

Notatii: Multimea tuturor modelelor lui ' se noteaza Mod(I').
Notam Mod(y) in loc de Mod({y}) si Mod(p1,...,¢n) in loc de

Mod({p1, ..., ¢n})-
> Mod() = () Mod(y).
perl

SINTAXA LP

Multimi de formule

ultimi de formule.

Definitia 3.21

O formuld ¢ este consecinta semantica a lui I daca
Mod(I') C Mod(y). Notatie: T E .
Dacad ¢ nu este consecinta semantica a lui ', scriem I i .

Definitia 3.22

» A este consecinta semanticd a lui T dacd Mod(I') C Mod(A).
Notatie: T F A.

» I si A sunt (logic) echivalente dacd Mod(I') = Mod(A).
Notatie: I ~ A.

Observatie
> ¢ ddacd {¢} E ¢ ddacd {¢} E {p}.
> ¢~ ddacd {9} ~ {p}.
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Sistemul deductiv

un sistem deductiv de tip Hilbert pentru LP.

Axiomele logice

Multimea Axm a axiomelor lui LP consta din toate formulele de
forma:

(A1) o = (¥ — )

(A2) (¢ = (¥ = x)) = ((¢ = ¥) = (¢ = X))
(A3) (= — =) = (¢ — 1),

unde ¢, 1 si x sunt formule.

Regula de deductie

Pentru orice formule ¢, 1,
din ¢ si ¢ — 1 se inferd ¢ (modus ponens sau (MP)):

o, p—=>Y
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[ -teoreme

ime de formule. Definitia [-teoremelor este un nou

exemplu de'@&finitie inductiva.

Definitia 3.23

[-teoremele sunt formulele lui LP definite astfel:

(TO) Orice axiom3 este I-teoremd.

(T1) Orice formuld din T este I-teoremd.

(T2) Daca ¢ si ¢ — 1 sunt [-teoreme, atunci ¢ este I-teorema.

(T3) Numai formulele obtinute aplicind regulile (T0), (T1), (T2)
sunt [ -teoreme.

Daca ¢ este [-teoremad, atunci spunem si ca ¢ este dedusa din
ipotezele I.

[ -teoreme

Definitia remelor da nastere la metoda de demonstratie prin
inductie dupa [-teoreme.

Propozitia 3.26 (Inductie dupa T -teoreme)
Fie A o multime de o multime de formule care are urmatoarele
proprietati:
(i) Axm C A;
(i) T CA;
(iii) dacd p € A sip —p € A, atunciip € A.
Atunci Thm(T') C A.
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[ -teoreme

Notatii
Thm(I') := multimea I'-teoremelor Thm = Thm(()
Mo & este [-teorem3 Fo & 0k

MN=A < [ F ¢ pentru orice p € A.

Definitia 3.24
O formuld ¢ se numeste teorema a lui LP daca - .

Reformuland conditiile (T0), (T1), (T2) folosind notatia I,
obtinem
Propozitia 3.25
(i) daca ¢ este axioma, atunci I - ¢;
(ii) dacd p €T, atunci T + ;
(i) daca T+ silT @ — 1, atunci T + .

['-demonstratii

Definitia 3.27

O I-demonstratie (demonstratie din ipotezele I') este o secventd
de formule 01, ..., 0, a.i. pentru fiecare i € {1,...,n}, una din
urmatoarele conditii este satisfacuta:

(i) 6; este axiomd;
(i/) 0;erl;
(iii) existd k,j < i a.rl. 0, = 9j — 0;.

O (-demonstratie se va numi simplu demonstratie.

Definitia 3.28

Fie ¢ o formuld. O I'-demonstratie a lui @ sau demonstratie a lui ¢

din ipotezele I este o '-demonstratie 61, ..., 0, a.l. 0,= . In
acest caz, n se numeste lungimea I'-demonstratiei.
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Rezultate importante Teoreme

Propozitia 3.32

Propozitia 3.29 Pentru orice formule ¢, 1),

Fie I o multime de formule si ¢ o formuld. Atunci T - ¢ ddacd

exista o [ -demonstratie a lui . e
(e =) = (= x) = (¢ = X))
Teorema 3.30 (Teorema deductiei) F(p= W —=x) = @ = (¢—x)
Fie T C Form si ¢, € Form. Atunci Eoo = (Y= )
- -
FU{p} - ddacs T+ o — 1, v e e)
Fo——p =
Propozitia 3.31 Foo— g
Pentru orice multime de formule T si orice formula ¢, I - ¢ ddaca E (e =) = (Y = o)
existd o submultime finit3 ¥ a luiT ai L+ . Fo(p——p) = -
F (=)=
Reguli de deductie derivate
Propozitia 3.33 SINTAXA si SEMANTICA

Pentru orice multime de formule I si orice formule ¢, 1), x,

Fp—=Y siTHFY—=x == TFp—=x
Fru{-vk-(p—=9) = kY
Fru{ytre si TU{-v}kFe = Tk

111 112



Corectitudine

Teorema 3.34 (Teorema de corectitudine (Soundness
Theorem))

Orice T -teoremd este consecintd semantica a lui I, adica,
- = TFg

pentru orice p € Form si I C Form.

Dem.: Fie
Y :={p € Form|T E ¢}.

Trebuie s3 demonstram ca Thm(I') C . O facem prin inductie

dupa l-teoreme.
> Axiomele sunt in X (exercitiu).
» Evident, [ C ¥.
» Demonstram acum ca X este Tnchisa la modus ponens.

Presupunem c8 ¢, — ¢ € ¥, adicd, TE o si T E ¢ — .

Rezultd usor ca I' F ¢, adica, ¢ € ¥.

LOGICA DE ORDINUL |

Completitudinea

Teorema 3.35 (Teorema de completitudine)

Pentru orice formula o,

Fo ddaca F .

Prin urmare, tautologiile coincid cu teoremele.

Teorema 3.36 (Teorema de completitudine tare)

Pentru orice multime de formule I si orice formula ¢,

N <= TFEop.

Mai general, [-teoremele coincid cu consecintele semantice ale lui

r.
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Limbaje de ordinul |

Definitia 4.1
Un limbaj L de ordinul | este format din:

>

VV vV VVYyVVVYVYVY

o multime num3rabili V = {v, | n € N} de variabile;
conectorii = Si —;

paranteze: ( ,);

simbolul de egalitate =;

cuantificatorul universal V;

o multime ‘R de simboluri de relatii;

o multime F de simboluri de functii;

o multime C de simboluri de constante;

o functie aritate ari : F U R — N*.

L este unic determinat de cvadruplul 7 := (R, F,C, ari).

T se numeste signatura lui £ sau vocabularul lui £ sau
alfabetul lui £ sau tipul de similaritate al lui £ e



Limbaje de ordinul |

Fie limbaj de ordinul I.

e Multimea Sim, a simbolurilor lui £ este
Simg =V U{~—,(),=YJURUFUC

e Elementele lui R U F UC se numesc simboluri ne-logice.
e Elementele lui V U {—,—,(,),=,VY} se numesc simboluri logice.

o Notam variabilele cu x, y, z, v, ..., simbolurile de relatii cu
P,Q,R..., simbolurile de functii cu f, g, h,... si simbolurile de

constante cu ¢, d, e, .. ..

e Pentru orice m € N* notam:

Fm = multimea simbolurilor de functii de aritate m;
Rm = multimea simbolurilor de relatii de aritate m.
Termeni

Definitia 4.4

Termenii lui L sunt expresiile definite astfel:
(TO) Orice variabild este termen.
(T1) Orice simbol de constantd este termen.

(T2) Daca m e N*, f € Fp, si t1,...,tm sunt termeni, atunci
fty ... t, este termen.

(T3) Numai expresiile obtinute aplicand regulile (T0), (T1), (T2)
sunt termeni.

> Multimea termenilor se noteaza Term,.

» Termeni: t,s, t1,tr,51,5,-- ..

Definitia 4.5

Un termen t se numeste inchis dacd Var(t) = (.
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Limbaje de ordinul |

Definitia 4.2

Multimea Expr, a expresiilor lui L este multimea tuturor sirurilor
finite de simboluri ale lui L.

> Expresia vidd se noteaza .

» Lungimea unei expresii 6 este numarul simbolurilor din 6.

Definitia 4.3
Fie 8 = 0pb1 ...0k_1 0 expresie a lui L, unde 0; € Sim; pentru
orice i.
» Daca 0 </ <)< k—1, atunci expresia 0; .. .0; se numeste
(i,))-subexpresia lui 6;
» Spunem c3 o expresie ) apare in 6 dac3d existd
0<i<j<k-—1 ari 1 este(i,j)-subexpresia lui 6;

Notdm cu Var(#) multimea variabilelor care apar in .
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Termeni

Definitie alternativd

Multimea Term, a termenilor lui L este intersectia tuturor
multimilor de expresii [ care satisfac urmatoarele proprietati:

P orice variabila este element al lui I;
P> orice simbol de constant3 este element al lui [";
» dacameN* fe Fsity,...,tmel, atunci ft; ... t, €T.
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Termeni

Citire unica (Unique readability)
Daca t este un termen, atunci exact una din urmatoarele
alternative are loc:
> t=v,unde v eV,
» t=c, unde c € C;
> t=1ft;...tm, unde me N*, f € F,, sity,...,ty sunt
termeni ai lui L.
Mai mult, scrierea lui t sub una din aceste forme este unica.

» demonstratii tehnice: Monk, Mathematical Logic, Springer,
1976

Termeni

Propozitia 4.7 (Principiul recursiei pe termeni)
Fie D o multime si functiile

Go:VUC — D,
Gr : D™ x Term} — D pentru orice m € N* | f € Fp,.

Atunci exista o unica functie

F:Termy; — D

care satisface urmatoarele proprietati:
(i) F(t) = Go(t) pentru oricet € VUC.

(i) F(ft1...tm) = Ge(F(t1), F(t2),..., F(tm), t1,...,tm) pentru
orice me N*, f € F, si t1,...,tm sunt termeni ai lui L.

Termeni

Propozitia 4.6 (Principiul inductiei pe termeni)
Fie I' o multime de termeni care are urmatoarele proprietati:

» [ contine variabilele si simbolurile de constante;

» dacameN*, feF,sity,...,tm €T, atunci fty ...ty €T.
Atunci T = Termg.

Inductia pe termeni este folosita pentru a demonstra c3 toti
termenii au o proprietate P: definim I ca fiind multimea tuturor
termenilor care satisfac P si aplicdm inductia pe termeni pentru a
obtine ca [ = Term,.
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Formule

Definitia 4.8
Formulele atomice ale lui L sunt expresiile de forma:
» (s =t), unde s, t sunt termeni;
» (Rty...tm), undeme N*, R€ Ry, si t1,...,tn sunt termeni.

Notatie
Multimea formulelor atomice se noteaza AtomicForm.
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Formule

Definitia 4.9

Formulele lui L sunt expresiile definite astfel:

(FO) Orice formuld atomica este formuli.

(F1) Daca ¢ este formuld, atunci (—yp) este formuls.

(F2) Daca ¢ si 1) sunt formule, atunci (¢ — 1)) este formula.

(F3) Daca ¢ este formula, atunci (Vxy) este formuld pentru orice
variabila x.

(F4) Numai expresiile obtinute aplicaind regulile (F0), (F1), (F2),
(F3) sunt formule.

Notatii
» Multimea formulelor se noteaza Form,.

» Formule: ¢, v, x,....

Formule

Citire unica (Unique readability)

Daca ¢ este o formuld, atunci exact una din urmatoarele
alternative are loc:

» ¢ = (s =1t), unde s, t sunt termeni;

» o= (Rty...tm), unde me N*, R€ Ry, si ty,...,t, sunt
termeni;

» o = (—), unde v este formuls;
» © = (¢ — x), unde 1, x sunt formule;
» ¢ = (Vx1)), unde x este variabild si 1) este formulg.

Mai mult, scrierea lui ¢ sub una din aceste forme este unica.

» demonstratii tehnice: Monk, Mathematical Logic, Springer,
1976

Formule

Definitie alternativd

Multimea Form, a formulelor lui £ este intersectia tuturor
multimilor de expresii I care satisfac urmatoarele proprietati:

» orice formuld atomica este element al lui I";
» [ este inchisd la —, adicd ¢ € I implica (—p) €T;
» [ este inchisd la —, adicd ¢, 9 € T implicd (¢ — ¢) € T;

» [ este inchisd la Vx (pentru orice variabild x), adicd p € T
implicd (Vx¢) € I' pentru orice variabild x.
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Formule

Propozitia 4.10 (Principiul inductiei pe formule)

Fie I o multime de formule care are urmatoarele proprietati:
» [ contine toate formulele atomice;
» [ este inchisd la =, — si Vx (pentru orice variabild x).

Atunci ' = Formg.

Este folosita pentru a demonstra ca toate formulele satisfac o
proprietate P: definim [ ca fiind multimea tuturor formulelor care
satisfac P si aplicam inductia pe formule pentru a obtine ca

= Formg.
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Formule

Propozitia 4.11 (Principiul recursiei pe formule)

Fie D o multime si functiile
G.:D x Formy — D, G, :D?x Form% — D,
Go : AtomicFormy — D, Gy : D x V x Formy; — D.

Atunci exista o unica functie
F: Formy; — D
care satisface urmdatoarele proprietati:
(i) F(p) = Go(p) pentru orice formuld atomicd .
(ii) F((—¢)) = G-(F(¢), ) pentru orice formuld .

(iii) F((¢ — ) = G (F(¢), F(v), ¢,1) pentru orice formule
@, 9.

(iv) F((Yx¢)) = Gy(F(p), x, ) pentru orice formuld ¢ si orice
variabila x.

Formule

Notatii

Fie ¢1,p2,...,pn, formule. Pentru n > 3, notam

1A A= (( (1 A@2) Ap3) AL A @p1) Apn
1V Veoni=((..(p1 V) V3) V... Vpn1) V.

n

» @1 A...Appse maiscrie si A_; ¢ sau /\ ©j.
i=1
n

> o1 V...V, se maiscrie si \/]_; ¢; sau \/ ©j.
i=1

Formule

Conectori derivati

Conectorii V, A, <> si cuantificatorul existential 3 sunt introdusi
prin urmatoarele abrevieri:

eV = ((mp) = ¢)
eANY = (e = (9)))
gy = (=)A= 9)
Ixyp = (=Vx(—gp)).

Formule

In practica, renuntam la parantezele exterioare, le punem numai
atunci cand sunt necesare. Astfel, scriem s = t, Rty ... tm, Vxp,
-, @ — 1. Pe de altd parte, scriem (¢ — ¥) — x.

Pentru a reduce din folosirea parantezelor, presupunem
urmatoarele:

» Cuantificatorii V, 3 au precedentd mai mare decat ceilalti
conectori. Asadar, Vx¢ — 1) este (Vxp) — 9 si nu
Vx(p = ).

P> — are precedentd mai mare decat —, A\, V, <.

> A,V au precedentda mai mare decat —, <.
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Formule

» Scriem uneori f(t1,...,tm) n locde fty...tm si R(t1,...,tm)
nlocde Rty ...tnm.

» Simbolurile de functii sau relatii de aritate 1 se numesc unare.
» Simbolurile de functii sau relatii de aritate 2 se numesc binare.

» Daca f este un simbol de functie binara scriem t;ft; in loc de
ftito.

» Analog, dacd R este un simbol de relatie binard, scriem t; Rt>
™ loc de Rtyt>.

Vom identifica un limbaj £ cu multimea simbolurilor sale
non-logice si vom scrie £ = (R, F,C).

Exemple - Limbajul egalitatii L_

L-=(R,F,C), unde
R=F=C=0.

L_-structurile sunt multimile nevide.
Acest limbaj este potrivit doar pentru a exprima proprietati ale
egalitatii

Exemple de formule:

e cgalitatea este simetrica:
VxVy(x =y — y = x)
e universul are cel putin trei elemente:

Sdy3z(~(x = y) A=y = 2) A=(z = x))
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L-structuri

Definitia 4.12
O L-structura este un cvadruplu

A= (A FARA CHYH

unde
> A este o multime nevida;
> FA={fA|f c F} este o multime de operatii pe A; dacd f
are aritatea m, atunci fA 1 A™ — A:
» RA={RA| RcR) este o multime de relatii pe A; daci R
are aritatea m, atunci RA CcC AmM.
> CA={cAcAlcecC}.

A se numeste universul structurii A. Notatie: A = |A|

v

» fA (respectiv R, c*) se numeste denotatia sau interpretarea
lui f (respectiv R, c) in A.
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Exemple - Limbajul aritmeticii L,

Lo = (R,F,C), unde
» R = {<}; < este simbol de relatie binar, adic3 are aritatea 2;

» F ={+,x,5}; +, % sunt simboluri de operatii binare si S
este simbol de operatie unar (adicd are aritatea 1);

> C = {0}.
Scriem Lo, = (<; +, %, 5;0) sau L., = (<, +, %, S,0).

Exemplul natural de £,,-structura:
N = (N7 <, +7 ) Sa O)a

unde S : N — N, 5(m) = m+ 1 este functia succesor. Prin urmare,

Nool Nog Mo Vos oV —o

e Alt exemplu de L,-structurs: A = ({0,1}, <,V,A,~,1).
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Exemplu - Limbajul cu un simbol de relatie binar

Lr=(R,F,C), unde
» R = {R}; R simbol binar;
> F=C=0.

L r-structurile sunt multimile nevide Tmpreuna cu o relatie binara.

» Dacd suntem interesati de multimi partial ordonate (A, <),
folosim simbolul <'in loc de R si notdam limbajul cu L<.

» Daca suntem interesati de multimi strict ordonate (A, <),
folosim simbolul < n loc de R si notdm limbajul cu L.

» Dacd suntem interesati de grafuri G = (V/, E), folosim
simbolul E in loc de R si notam limbajul cu Lgar.

» Daca suntem interesati de structuri (A, €), folosim simbolul €

n loc de R si notam limbajul cu L.

SEMANTICA
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Exemple - Limbajul grupurilor L,

Le = (R,F,C), unde

> R =0
> F = {>i<,;1 }; % simbol binar, =1 simbol unar;
> C = {é}.

Scriem Lg, = (0;%,71; ) sau Lg = (+,71, é).

Exemple naturale de Lg,-structuri sunt grupurile: G = (G,-,7 1, e).
. . Y )
Prin urmare, 9 = ., 17 =-1 &9 — ¢,

)

Pentru a discuta despre grupuri abeliene (comutative), este
traditional s3 se foloseascd limbajul Lapsr = (R, F,C), unde

> R =10
» F = {+,-}; + simbol binar, — simbol unar;
> C = {0}.

Scriem Laper = (+, —,0).
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Semantica

baj de ordinul intdi si A o L-structura.

Definitia 4.13

O interpretare sau evaluare a (variabilelor) lui £ in A este o functie
e: V= A

In continuare, e : V — A este o interpretare a lui £ in A.

Definitia 4.14 (Interpretarea termenilor)

Prin recursie pe termeni se defineste interpretarea t*(e) € A a
termenului t sub evaluarea e:

> daci t = x € V, atunci t*(e) := e(x);

> daci t = c € C, atunci tA(e) := c*;

> daci t = fty...tm, atunci t(e) == FA(t(e), ..., t7A(e)).
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Exemplu Semantica

m limbajul de ordinul | £,, = (<; 4+, %, S;0) si
N=N,<,+,-85,0). _ _
e formule se defineste interpretarea

v (e) € {0,1}

a formulei ¢ sub evaluarea e.

Fiex,y € Vcux#ysi
t = SxxSSy = x(Sx, SSy).

S5 se calculeze tV(e), unde e : V — N este o evaluare ce verific3
e(x)=3sie(y)="7.

(s = )A(e) = 1 daci s(e) = t(e)
Dem.: Pentru orice interpretare e : V — N, avem - 0 altfel.
e) = V(S (e) (38N (e) = ($x)V(e) - (551 (e) R o) = [} 9208 (oo R
= SM(M(e) - SV ((Sy)V () = S(e(x)) - S(SM (M (e))) 0 altfel
= S(e(x)) - 5(S(e(y)))-
Prin urmare, dacd e(x) = 3 si e(y) = 7, atunci
tN(e) = S(3) - S(S(7)) = 4- 9 = 36.
Semantica Semantica
Negatia si implicatia
> (—p)i(e) = 1—pA(e); Notatie
> (o — )A(e) = pA(e) = pA(e), unde, Pentru orice variabild x € V si orice a € A, definim o noua
interpretare ey, : V — A prin
plglp—q e(v) dacd v # x
001 exva(v) = { a dacs v = x.
—:{0,1} x {0,1} — {0, 1}, 011
1 (1) (1) Interpretarea formulelor
Prin urmare, 1 dac3 p*(eqa) = 1 pentru orice a € A
v A _ X+>a
> (Co)(e) =1 = pA(e) =0. (Pe)te) {0 altel

y (p=)e)=1 <« ¢A(e)=0sauyi(e) =1
—  pA(e) <A (e).
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Semantica

Fie -structurd si e : V. — A o interpretare a lui £ in A.

Definitia 4.15

Fie ¢ o formula. Spunem ca:

> e satisface ¢ in A dacd ¢*(e) = 1.
Notatie: AFE ¢[e]

> e nu satisface p in A dacd ¢*(e) = 0.

Notatie: AH ¢[e]

» (A, e) este model al lui ¢ dacd AFE ¢le].

Definitia 4.16

Fie ¢ o formula. Spunem ca:

» ¢ este satisfiabila dacd are un model.

» © este nesatisfiabila sau contradictorie daca ¢ nu este

satisfiabil3.

Semantica

Propozitia 4.18

Pentru orice formule 1) si orice variabila x,
(i) (¢ Vi)i(e) = pA(e) Vii(e).
(ii) (o A)A(e) = pA(e) Ay(e).

(iii) (9 > D) (e) = p(e) & YA(e).

(iv) (xp)*(e) = {

0

V,A,+»: {0,1} x {0,1} — {0,1},

1 daciexistiac A af oM ewsa) =1
altfel.

pla|pVa pla|pAg plqg|peg
0(o0]o0 0(0]0 0l0|1
011 010 010
1|01 1/0/0 1/0/0
111 1|11 1|11
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Semantica

Corolar 4.17
Pentru orice formule o, si orice variabild x,

() AF (ollel = A olel

(i) AE (¢ — ¥)e] < AFE yle] implicd AE y]e]

< AW ple] sau AFE [e].

(iii) AE (Vxp)le] <= pentru orice a € A, AF ¢[exsal.
(iv) AF (Vxp)le] <= existiac A a.i. AF plexsal.
Dem.: Exercitiu usor.
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Semantica

Propozitia 4.19
Pentru orice formule 1) si orice variabila x,

(i) AE(pAY)le] <= AF ple] si AF[e].

(i) AE (e V)le] <= AF ple] sau AF ¢[e].
(iii) AE (¢ <> ¢)[e] <= AFE ¢[e] ddacd AE le].
(iv) AE (Ixp)le] <= exists ac A al AF plensal.
(v) AH (3xyp)[e] < pentru orice a € A, A plexal.

Dem.: Exercitiu usor. Ardtam, de exemplu, (iv).

AE (3xp)le] <= AE (-Vx-p)le] < A (Vx—p)e]
< existdaac A al AF (-y)lexsal
<— existaac A al. AF ¢lexsal
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Semantica

Propozitia 4.20
Pentru orice n > 2 si orice formule ¢1,. .., pp,

> AE(p1 A .. ANpp)le] ddacd AF pile] pentru orice
ie{l,...,n}.

> AE(e1V...Vn)le] ddacd existiie€ {1,...,n} a.l
AF pile].

Dem.: Exercitiu.

Semantica

Fie formule ale lui L.

Definitia 4.23

@ si v sunt logic echivalente dacd pentru orice L-structurd A si
orice evaluare e : V — A,

AE ple] <= AE¢[e].
Notatie: ¢ H

Definitia 4.24

) este consecinta semantica a lui ¢ dacd pentru orice L-structurd
A si orice evaluare e : V — A,

AEple] = AE[e].
Notatie: ¢ F

Observatie
(i) = ddack E ¢ — .
(if) pHY ddacd (Y E ¢ si pF ) ddacd FE ¢ < .
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Semantica

Fie ¢ uld a

Definitia 4.21

lui L.

Spunem c3 ¢ este adevarata intr-o L-structurd A dacd pentru

orice evaluare e

Spunem si cd A
Notatie: AF ¢

Definitia 4.22

V= A,
AE ple].

satisface ¢ sau cd A este un model al lui .

Spunem ca ¢ este formuld universal adevarata sau (logic) validd
dacd pentru orice L-structurd A,

Notatie: F ¢

Exemple

AE .

Pentru orice L,,-structurd A = <A, <A, —i—A, >'<A, SA, OA>, si orice

(x<y Vx =y)=<(x,Sy) = (<(x,y) Vx=y).

interpretare e : V — A, avem

AE ple] <= AH(<(x,Sy))[e] sau AE (<(x,y)V x = y)[e]

—

(e0x), SA(e(y))) ¢ < sau

AE (<(x,y))[e] sau AE (x = y)le]
(600, 54(ev)) ¢ <

sau (e(x), e(y)) € < sau e(x) = e(y)
(nu este adevdrat c3 e(x)iASA(e(y))>

sau e(x)<"e(y) sau e(x) = e(y).
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Exemple Exemple

Fie L,-structura R = (R, <,+,-,5,0), unde
S:R—R, S(x)=x+1.
Dem.: Pentru orice interpretare e : V — N, avem Sa se arate cd R 7 .

Fie L,-structura N = (N, <, +,-,5,0). S3 se arate c3 N E .

N Dem.: Pent ice int t V=R,
NE ¢fe] (nu este adevirat ¢ e(x)<NSN(e(y))> em.: Pentru orice interpretare e avem

v o LR
sau e(x){Ne(y) s () = elly) RE ¢le] — (nu este adevdrat cd e(x)< SR(e(y))>

<= (nu este adevdrat c3 e(x) < S(e(y))) sau e(x)<e(y) sau e(x) = e(y)

sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y) <= (nu este adevarat c3 e(x) < S(e(y)))
<= (nu este adevirat c3 e(x) < e(y) +1) sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y)

sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y) <= (nu este adevirat c3 e(x) < e(y) + 1)
— e(x) > e(y)+1sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y), sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y)

< e(x) > e(y)+ 1 sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y).

Fiee: V=R al e(x)=1,5si e(y) =1,4. Atunci R ¥ ¢[e].
Prin urmare, R # .

ceea ce este adevdrat. Prin urmare, N F ¢[e] pentru orice
e:V =N, adicd N E .
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Semantica Semantica

Propozitia 4.25

Pentru orice termeni s, t, u, Propozitia 4.26

(i) Et=t; Pentru orice formule o, 1 si orice variabile x, y,

(i) Fs=t—t=s —-dxe H Vx—p (35)
(III) FEs=tAt=u—s=u. —Vxe H Ix—p (36)
Dem.: Exercitiu usor. Aritdm, de exemplu, (iii). Notdm, pentru Vx(e A1) H Vxp AVxy (37)
simplitate, Ix(pVp) H IxpVIxy (38)

p=s=tANt=u—s=u.

Fie A o L-structurd si e : V — A. Trebuie s3 aratam ca A F ¢le]. Drm Fie Al @ LEieinE ¢ €3 Y = A

Obtinem (32)':: ; e
AE gle] <= AE (s =t At = u)le] implics AE (s = u)]e] (53x¢)lel — pezr(u f)leLeL €A AR olens]
— (AF(s=t)[e] si AF (t = u)[e]) implica AF (s = u)le] < pentruorice a€ A, AF (—p)[exsal
= (s?(e) = tA(e) si t'(e) = u™(e)) implicd s*(e) = uA(e), —  AFE (Vx=p)[el.

ceea ce este evident. 155 156



Semantica

(37):
AE (Vx(p AY))[e] < pentruorice a€ A, AE (o AY)[exsal
<= pentru orice a € A, AF ¢[exsa] si AF Y[exsa]
< (pentru orice a € A, AF plecsa))
si (pentru oriceac A AF 1/)[ex._>a])

— AF (Vxp)le] si AE (Vxy)[e]
< AFE (Vxp AVx)[e].

(36), (38): Exercitiu. O

Echivalente si consecinte logice

)ex—sa] <= pentru orice a € A,
Alesa) =1 —

(*)  pentru orice a € A, o (exsa) < VA (exsa).

Similar obtinem c3 A F (Vxp — Vx)[e] <—

(**)  (¥xp)*(e) < (Yxp)A(e).
Presupunem (*) si trebuie s3 demonstram (**).
Daci (¥xgp)“(e) = 0, (**) este evident.
Presupunem, asadar, c3 (Vx¢)“(e) = 1, adics

(***)  pentru orice b € A, " (exsp) = 1.
Ne rimane de aritat c3 (Vxi))(e) = 1, adic3
pentru orice ¢ € A, wA(eX._)C) =1.
Fie c € A. Din (*), avem c3 o (exsc) < ¥ (exsc), iar din (¥*%),

cd oA (exsc) = 1. Rezultd i YA (exse) = 1. 0
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Semantica

Propozitia 4.27

Pentru orice formule o, 1 si orice variabile x, y,

VxpoVV¥xy) E Vx(e V) (39)
Ix(p AY) E Ixe AIxy (40)
Vx(p — ) E Vxp — Vxy (41)
Vx(e = ¢) E dxe — Ixy (42)
Vxe E dxp (43)

¢ E dxp (44)

Vxp E ¢ (45)

Dem.: Exercitiu. Demonstrdm (41) ca exemplu. Fie A o
L-structurd si e : V — A.
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Semantica

Notatii 4.28

Fie A o L-structura si e : V. — A. Pentru orice variabile distincte
X,y si orice elemente a, b € A, avem c3

(eyn—>b)x,_>a = (ext—m)y,_)b .

Notam valoarea comuna e, 5 sp. Prin urmare,

e(v) dacdv#xsiv#y

Exisa,yrsb - V= A, ex»—>a,y»—>b(V) =4 a daca v =x

b dacav=y.
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Semantica

Propozitia 4.29
Pentru orice formule , 1 si orice variabile distincte x, y,

VxVye H VyVxp (46)
Ixdyp H Jydxe (47)
dyVxep FE Vxdyp (48)

Dem.: Exercitiu. Demonstram (48) ca exemplu. Fie A o
L-structurd sie: V — A. Avem ca

AFE (JyVxp)le] <<= exista be A ai AFE (Vxp)[eysb)
<= existd b € A a.l. pentru orice a € A,

AFE ¥ [(e}"_)b)xn—m] :

Semantica

Sa se dea exemplu de limbaj £ de ordinul | si de formula ¢ a lui £
astfel Tncat Vx3dyp  dyVxp, unde x si y sunt variabile distincte.

Dem.: Considerim L., = (<, 4, %, S,0), Lar-structura
N =(N,<,+,-,5,0) si e: V — N o evaluare arbitrar3.
Fie
= x<y.
Atunci
N E (VxJyp)[le] <= pentru orice n € N existi me N a.i
NE 2 [ex»—>n,y»—>m]
<= pentruorice n € Nexista me N al n<m,

ceea ce este adevarat (se ia, de pildd, m:= n+1). Asadar,

N E (Vx3yp)le].

Semantica

Deci, AFE (JyVxyp)le] <= (*), unde

(*) exista be A ali. pentruorice a€ A, AF ¢eqsaysb]-
Obtinem similar ca A E (Vx3yp)[e] < (**), unde

(**)  pentru orice a € Aexistd c € A al. AF plexsayscl-

(*) = (**) Fie b a.i. (*) are loc. Pentru orice a € A ludm ¢ := b.
Atunci (**) are loc. O
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Semantica

S3a se dea exemplu de limbaj £ de ordinul | si de formuld ¢ a lui £
astfel Tncat Vx3dyp F JyVxp.

Dem.: (continuare) Pe de alt3 parte,

N E (3yVxp)le] <= existd me N ali pentru orice n € N
avem N E ¢ [exsn,ysm)
<= exista me N al pentruorice ne N
avem n < m,

ceea ce este fals. Asadar,

N 7 (Jyvxp)[e].
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Semanticd

Definitia 4.30

Fie A o L-structurd si e : V. — A o interpretare a lui L in A.
Spunem c3 (A, e) este model al lui T dac3 (A, e) este model al
fiecarei formule din T', adica

A E ~[e] pentru orice v € T.

Definitia 4.31
» [ este satisfiabild dacd are un model.

» [ este nesatisfiabild sau contradictorie dacd I nu este
satisfiabila.

Semanticd

Lema 4.34

(i) Ey <= 0EY,

(if) Daca T C A siT E, atunci A E 1.
(iii) Dacd T E A si AF 1, atunci T E 1.

Dem.: Exercitiu usor.
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Semanticd

Definitia 4.32

Fie ¢ o formuld. Spunem ¢ este consecinta semantica a lui I dacd
pentru orice L-structurda A si orice evaluare e : V — A,

(A, e) model al luiT = (A, e) model al lui ¢.
Notatie: T F ¢

Definitia 4.33

Fie A o multime de formule. Spunem ca A este consecinta
semantica a lui I daca

I F @ pentru orice p € A.
Notatie: T E A

Tautologii

de tautologie si consecinta semantica din logica
I3 se pot aplica si unui limbaj de ordinul intai. Intuitiv,

v on

te o formuld "adevarata” numai pe baza
interpretarilor conectorilor -, —.

Definitia 4.35

O L-evaluare de adevar este o functie F : Formy — {0,1} cu
urmatoarele proprietati: pentru orice formule ¢, ),

> F(—p) ==F(p);
> Fp =) = F(p) = F().

Propozitia 4.36

Pentru orice L-structurd A si orice evaluare e : V. — A, functia
Vea: Forme — {0,1}, Ve a(p) = ¢*(e)

este o L-evaluare de adevar.
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Tautologii

Definitia 4.37

O formul3 ¢ este tautologie dacd F(yp) = 1 pentru orice
L-evaluare de adevar F.
Notatie: Fiaur

Exemple de tautologii: ¢ — (¢ — ), (¢ = ¥) < (= = —p)
Propozitia 4.38

Orice tautologie este valida.

Dem.: Fie A o L-structurd si e : V — A o evaluare. Deoarece ¢
este tautologie si Ve 4 este L-evaluare de adevar, rezultd ca
() = Veu(p) =1, adicd AF o[e]. O

Exemplu
x = x este valid3, dar nu este tautologie.

Tautologii

Definitia 4.41

O formuld ¢ este consecinta tautologica a unei multimi de formule
I dacad pentru orice L-evaluare de adevar F,

F(v) =1 pentruoricey eI = F(p)=1.

Notatlle.' I ':taut (o)

Propozitia 4.42

Daca ¢ este consecinta tautologica a lui ', atunci I F .
Dem.: Fie (A, e) un model al lui . Atunci v*(e) = 1, deci
Ve, 4(7) = 1 pentru orice v € I'. Deoarece ¢ este consecintd

tautologicd a lui I, rezults c§ Ve a(p) = 1, deci p*(e) = 1, adic¥
AE ¢[e]. O
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Tautologii

Fie ¢, @formule.

Definitia 4.39

Y este consecinta tautologica a lui ¢ daca pentru orice L-evaluare
de adevar F,

Fle)=1 — F)=1.
Notatl.e.' (%) ':taut ’l,b
Definitia 4.40

Doua formule ¢ si 1 sunt tautologic echivalente daca
F(¢) = F(v) pentru orice L-evaluare de adevir F.
Nota,tl.e.' %) ':'taut ’lp

Observatie
(/) 90 ':taut 1/) ddaC5 ':taut 90 — '(p
(II) ) Htaut ’w ddaca (w ':taut ) $| ) ':taut 'lp) ddaca ':taut ¢ <~ p.

170

Variabile legate si libere

Definitia 4.43
Fie ¢ = pop1...pn—1 0 formuld a lui L si x o variabila.

» Spunem ca variabila x apare legata pe pozitia k in ¢ daca
x=@rsiexista0 < i< k<j<n—1 al ¢;...p; este de
forma Vxv cu 1) formula.

» Spunem ca x apare liberd pe pozitia k in ¢ dacd x = py, dar
X nu apare legata pe pozitia k in .

» x este variabila legatd (bounded variable) a lui ¢ dac3 existd
un k a.i. x apare legata pe pozitia k Tn .

» x este variabild libera (free variable) a lui ¢ dacd existd un k
a.l. x apare libera pe pozitia k in .

Exemplu

Fie ¢ = Vx(x = y) — x = z. Variabile libere: x,y,z. Variabile
legate: x.
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Variabile legate si libere

Notatie: ) := multimea variabilelor libere ale lui ¢.

Definitie alternativd

Multimea FV/(y) a variabilelor libere ale unei formule ¢ poate fi
definita si prin inductie pe formule:

FV () = Var(p), dacid ¢ este formuld atomics;
FV(=v) = V(o)

FV(e =v) = FV(p)UFV(y);

FV(¥xp) = FV(p)\{x}.

Notatie: ¢(x1,...,x,) dacd FV(p) C {x1,...,Xn}.

Interpretarea formulelor

Propozitia 4.45

Pentru orice L-structurd A, orice interpretdri e;,ex 1 V — A,
pentru orice formuld ¢,

dacd e1(v) = ex(v) pentru orice variabild v € FV(p), atunci
AE plel] <= AFE ple].

Dem.: Aplicim inductia pe formule. Avem urmatoarele cazuri:
> p =1t = to.
Atunci Var(t1) C FV(p), Var(tz) € FV(p), deci putem aplica
Propozitia 4.44 pentru a obtine ca
ti'(e1) = tf(e) si B'(a)=t5'(e).
Rezulta ca
Ak gla] < t'(a)='(a) < t'(e) = '(e)
— AF ¢le].
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Interpretarea termenilor

Propozitia 4.44

Pentru orice L-structurd A si orice interpretdri e1, ey : V — A,
pentru orice termen t,

dacd ei1(v) = ex(v) pentru orice variabild v € Var(t), atunci
tA(e1) = t(e2).

Dem.: Exercitiu.
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Interpretarea formulelor

> o=RI...tn.
Atunci Var(t;) C FV(p) pentru orice i = 1,..., m si aplicam
din nou Propozitia 4.44 pentru a obtine ca

tA(e1) = t#(e2) pentru orice i = 1,..., m.
Rezulta ca
AFE gp[el] = (t{4(e1), cey t;ﬁ(el)) € R'A
= (tf'(e),...,th(e)) € R <= AF ple)].
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Interpretarea formulelor Interpretarea formulelor

= ex(v) pentru orice v € FV(p) = FV(¢) \ {x}.

AEgle] < AEP[el. Rezultd ca pentru orice a € A, |
Rezulty c3 €1xsa(V) = € a(v) pentru orice v € FV(v).
AEgle] <= AHyle] <= A Yle] < AE gle)]. Prin urmare, putem aplica ipoteza de inductie pentru

interpretarile e1,, ., €., pentru a obtine ca
pentru orice a € A, AF Y[e1x . <= AF Y]eaxsal-
Rezulta ca

® p=1—x
Deoarece FV/(v), FV(x) C FV(y), putem aplica ipoteza de
inductie pentru a obtine ca

AE Yle] <= AE ¢[er] si AF x[e1] <= AFE x[ea]. AE gler]
Rezulta ca

AE pler]] <— AHYlel] sau AE x[ei]

<= pentru orice a € A, A F ¢[e1a]
<= pentru orice a € A, A F ¢[e2, 1]

= AEFE ¢lel].
— AHFY[er] sau A FE x[er]
—= AE ¢lel]. O
Echivalente si consecinte logice Echivalente si consecinte logice

- Propozitia 4.47
Propozitia 4.46

Pentru orice formule @, 1 si orice variabild x ¢ FV (),
Pentru orice formuld ¢ si orice variabild x ¢ FV(p),

Vx(e AY)H o AV,  Vx( A @) HVYxY) A g (51)

v Hoxe (49) Vx(pVY) HoVixg,  Vx(bVe)HYxp Ve  (52)

v H VX (50) I AY)HoA I,  Ix(WAQ)HIpAe  (53)
Dem.: Fie A o L-structurd si e: V — A. Ax(p V) Hp Vv Ixy, Ax(¢ V) HIx V (54)
(49): x(p — ) H g — Vxt) (55)
AE (3xp)[e] < existi ac A ai AFE g[es,] < exists Ix(p — ) H o — Ixy (56)
ac A al AF yle] (aplicand Propozitia 4.45) <= AF ¢[e]. Vx(y = @) HIx — (57)
(50): Exercitiu. O Ix(p = ) HYx) = ¢ (58)

Dem.: Exercitiu.
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Echivalente si consecinte logice

Demonstram (51) ca exemplu. Fie A o L-structurd sie: V — A.

AE (Vx(p A1))[e] <= pentru orice a € A, AE (p A)[exsal
<= pentru orice a € A, AF ¢lexsa] 5i AF Y[exsa] <= pentru
orice a € A, AE ple] si AFE ¢[exa] (aplicAnd Propozitia 4.45)
<= AF ¢le] si pentru orice a € A, AFE Ylexsa] < AE ¢[e]
si AF (Vxy)le] < AE (¢ AVx)[e]. O

Enunturi

Propozitia 4.51

Pentru orice enunturi o, 1,

(i) AE —~p <— AF .

(i) AE p = < AE ¢ implicd AE ¢
— AF psau AF .

(i) AE o AN <= AE ¢ si AE .

(iv) AE oV <= AFE p sau AFE .

(v) AE p 1 < AE ¢ ddaci AE .

Propozitia 4.52

Pentru orice n > 2 si orice enunturi ¢1,...,¢n,
> AE o1 A...Np, ddacd AFE ¢; pentru orice i € {1,...,n}.
> AF 1 V...V, ddacd existi i€ {1,...,n} aT AF ¢;.
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Enunturi

Definitia 4.48

O formuld ¢ se numeste enunt (sentence) daca FV(y) = 0, adica
@ nu are variabile libere.
Notatie: Sent,:= multimea enunturilor lui L.

Propozitia 4.49
Fie ¢ un enunt. Pentru orice interpretari e;, e : V — A,
AE ple] <= AFE ¢[e]

Dem.: Este o consecinta imediata a Propozitiei 4.45 si a faptului
c3 FV(p) = 0. [

Definitia 4.50

O L-structurd A este un model al lui ¢ dacd A E ¢[e| pentru o
(orice) evaluare e : V — A. Notatie: AE ¢
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Multimi de enunturi

nt al lui £ si [ o multime de enunturi.

Definitia 4.53

O L-structurd A este un model al lui T dacd A E ~ pentru orice
yel.
Notatie: AET

[ este satisfiabild ddaca ' are un model ddac3 existd o L-structura

A al. AET

I E ¢ ddaca pentru orice L-structurd A,

AET = AE .
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Substitutia Substitutia

definim analog ¢y (u) ca fiind expresia obtinutd din ¢
Fie x o variabila a lui £ si u termen al lui L. prin Tnlocuirea tuturor aparitiilor libere ale lui x cu w.
> De asemenea, vrem ca urmatoarele proprietati naturale ale

Definitia 4.54 o o o
substitutiei sa fie adevarate:

Pentru orice termen t al lui L, definim
t«(u) = expresia obtinutd din t prin inlocuirea tuturor EVxo = oe(t) i E ox(u) = 3xg
o es . X X o
aparitiilor lui x cu u.
Apar Tns3 probleme.
Propozitia 4.55

Pentru orice termen t al lui L, t.(u) este termen al lui L. Fie p .= Jy=(x = y) si u:=y. Atunci px(u) = Iy=(y = y).

» Pentru orice L-structurd A cu |A| > 2, avem A F Vxo.
» .(u) nu este satisfiabil3.
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Substitutia Substitutia

Fie x riabild, u un termen si ¢ o formul3.

Definitia 4.56

Fie x o il3, u termen si ¢ o formulda a.l. x este liberd pentru

uin .
Spunem c3 x este liberd pentru u in ¢ sau cd u este substituibil
pentru x in ¢ daca pentru orice variabila y care apare in u, nici o Definitia 4.57
subformuld a lui ¢ de forma Yy nu contine aparitii libere ale lui x. ox(u) = expresia obtinuts din @ prin inlocuirea tuturor
_ aparitiilor libere ale lui x cu u.
Observatie Spunem c3 ¢y (u) este o substitutie libera.

x este libera pentru u in ¢ in oricare din urmdtoarele situatii:

» u nu contine variabile; Propozitia 4.58

ox(u) este formuld a lui L.

» © nu contine variabile care apar in u;

> nici o variabild din u nu apare legata in ¢; Notiunea de substitutie liberd evits problemele mentionate anterior
P> x nu apare n ; si se comporta cum am astepta.

>

© nu contine aparitii libere ale lui x.
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Substitutia Substitutia

Propozitia 4.59
Pentru orice termeni uy si up si orice variabild x,

(i) pentru orice termen t,

Fup = u — t(u1) = te(u2). In general, dac3 x si y sunt variabile, ¢ si ¢,(y) nu sunt logic

(ii) pentru orice formuld ¢ a.l. x este liberd pentru uy si up in ¢, echivalente: fie Lo, N'sie: V - N af
e(x) =3,e(y) =5, e(z) = 4. Atunci
> N E (x<z)[e], deoarece e(x) =3 < 4 = e(2).

Propozitia 4.60 > Fie p 1= (x<2z)x(y) = y<z. Avem cd N ¥ y[e], deoarece
Fie ¢ o formuld si x o variabila. e(y) =5> 4 = e(z).

Fur = u = (px(v1) < px(u2)).

(i) Pentru orice termen u substituibil pentru x in ¢,
F Vxp — px(u), F ox(u) = Ixep.
(ii) EVxp — @, F o — dxe.
(i) Pentru orice simbol de constantd c,

F Vxp — pox(c), E ox(c) — Ixp.
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Substitutia Substitutia

. : , o o . Definitia 4.62
Totusi, variabilele legate pot fi substituite, cu conditia sd se evite ) . o ]
Gertifers, Pentru orice formuld ¢ si orice variabile y1, ..., yk, varianta

Vi,..-, yk-liberd @' a lui o este definitd recursiv astfel:
Propozitia 4.61 < < v .
opozifia 4.6 » dacd ¢ este formuld atomica, atunci ¢ este p;

Pentru orice formuld ¢, variabile distincte x si y astfel incat y nu >
apare in @, >
>

Ixp H Iypx(y) si Vxp HVypu(y).

dacd ¢ = ), atunci ¢’ este —)/';
dacd o =1 — x, atunci ¢’ este V' — x';
daca ¢ = Yz, atunci

/ v
Folosim Propozitia 4.61 astfel: daci px(u) nu este substitutie o' este Vwi(w) dacdz € {y1,... yi}
libera (adicd x nu este liberd pentru u in ¢), atunci inlocuim ¢ cu Vzy! altfel,
o formul3 ¢’ logic echivalentd a.i. ¢/ (u) este substitutie libers. unde w este prima variabila din sirul vg, vy, ..., care nu apare

in )" si nu este printre y1, ..., Y.
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Substitutia

Definitia 4.63

¢ este variantd a lui @ dacd este varianta yi, ..., yx-liberd a lui p
pentru anumite variabile y1, . .., k.

Propozitia 4.64

(i) Pentru orice formuld ¢, dacd ¢ este o variantd a lui ¢, atunci
pH

(ii) Pentru orice formuld o si orice termen t, daca variabilele lui t
se afld printre y1,...,yx si @ este varianta yi, ..., yx-liberd a
lui ¢, atunci ¢'(t) este o substitutie libers.

Forma normala prenex

Exemple de formule in forma normala prenex:
» Formulele libere de cuantificatori
» Formulele universale: ¢ = Vx1Vxy...Vx,, unde n € N si 1)
este libera de cuantificatori

» Formulele existentiale: ¢ = dxy3xz...3dx, %, unde n € N si ¢
este libera de cuantificatori

Teorema 4.67 (Teorema de forma normald prenex)
Pentru orice formula ¢ exista o formuld ¢* in forma normala

prenex a.l. p H¢* si FV(p) = FV(p™).

Dem.: Exercitiu suplimentar.

Forma normala prenex

Definitia 4.65
O formul3d care nu contine cuantificatori se numeste liberd de
cuantificatori (" quantifier-free” ).

Definitia 4.66
O formuld ¢ este in forma normald prenex daca
= QQualaxz...Qnxn1,

undeneN, Q1,...,Qp, € {V,3}, x1,...,x, sunt variabile si 1
este formula libera de cuantificatori. Formula 1) se numeste
matricea lui p si Qix1Qoxa ... Qnx, este prefixul lui ¢.
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Forma normala prenex

Fie £ un limbaj de ordinul ntai care contine

» doua simboluri de relatii unare R, S si doud simboluri de
relatii binare P, Q;

» un simbol de functie unara f si un simbol de functie binarad g;
» doua simboluri de constante ¢, d.

Fie x, y, z variabile distincte.
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Forma normalad prenex

Exemplul 4.68

Sa se gaseasca o forma normala prenex pentru
= Jy(g(y, 2) = c) A =3x(f(x) = d)

Dem.: Avem

e H 3Fy(gly,z) =c) AVx=(f(x) =d) aplicdam (35)
H 3y(g(y,z) = c AVx—(f(x) = d)) aplicdm (53)
H 3yvx(g(y,z) = cA(f(x) =d)) aplicim (51)

Prin urmare,

©* = yVx(g(y,z) = c A=(f(x) = d))

este o forma normala prenex pentru .

Forma normala prenex

Exemplul 4.69
S3 se gaseasca o forma normalad prenex pentru
= Vy(S(y) — 3zR(z2)) AVx(VyP(x,y) — f(x) = d).
Dem.: (continuare)
p H dyvz (—|(5(y) — R(2)) AVx3y(P(x,y)—f(x) = d))

H EIszVX(—|(S(y)—>R(z)) AJy(P(x,y)—1f(x) = d)> aplicam (51)

H EIszVX(—|(5(y)—>R(z)) A3Jv(P(x,v)—f(x) = d)>

aplicam Propozitia 4.61, unde v este o variabild noua

H EIy‘v’szEIv(—(S(y)—)R(z)) A (P(x,v)—f(x) = d)) aplicam (53)

Deci, ¢* = IyVzVx3v(—(S(y) = R(z)) A (P(x,v) — f(x) = d))
este o form3d normala prenex pentru .

Forma normalad prenex

Exemplul 4.69

Sa se gaseasca o forma normala prenex pentru

v = Vy(S(y) = JzR(2)) ANVx(VyP(x,y) — f(x) = d).

Dem.:

2

existentiali

I I I Ir Ir

Avem ca

Jy—(S(y) — 3zR(z2)) A Vx(VyP(x,y) — f(x) = d) aplicam (36)
Jy—-3z(S(y) — R(z2)) A Vx(VyP(x,y) — f(x) = d) aplicdm (56)
Jy—3z(S(y) — R(z2)) A VxIy(P(x,y) — f(x) = d) aplicdm (58)
JyVz—(S(y) — R(z2)) A Vx3y(P(x,y) — f(x) = d) aplicdm (35)
dy (Vz—(S(y)—) R(z)) AVx3y(P(x,y)—f(x) = d)> aplicam (53)

Ely‘v’z(ﬂ(S(y)%R(z)) AVx3y(P(x,y)—f(x) = d)) aplicam (51)
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Forma normal3 Skolem

este o procedura prin care se elimina cuantificatorii
enunturi de ordinul Tntai in forma normala prenex,

prin introducerea de noi simboluri de functii/constante, numite
simboluri de functii/constante Skolem.

Observatie

Orice enunt liber de cuantificatori este universal.

Fie £ un limbaj de ordinul Tntai si ¢ un enunt al lui £ care este n
form3d normala prenex:

= @Qx1Qox2 ... Qnxn0,

unde n €N, Q1,...,Qn € {V,3}, x1,..., X, sunt variabile distincte
doua cate doud si 0 este formula liberd de cuantificatori.



Forma normal3 Skolem

universal, atunci ¢ = ¢ si L*(p) = L.
na din formele:

Daca ¢
Altfel, ¢ a
» ¢ = dx 1. Introducem un nou simbol de constanta c si
considerim ! = 1 (c), L = LU {c}.
» ¢ =Vx1...Vxk3xy (k > 1). Introducem un nou simbol de
functie f de aritate k si consideram
O = Vxq .. e x( B - Xk, L=Lu {f}.

In ambele cazuri, ©! are cu un cuantificator existential mai putin

decat ¢.
Dac3 ¢! este enunt universal, atunci ¢°% = . Daci ! nu este
enunt universal, atunci form3m @2, ©3, ..., pan3 ajungem la un

enunt universal si acesta este g05k.

©°k este o form3 normal3 Skolem a lui ¢.

Forma normal3 Skolem

Exemplu
Fie £ un limbaj care contine un simbol de relatie binara R si un
simbol de functie unard f. Fie

¢ 1= Vy3zVu3dv (R(y,z) A f(u) = v).

p' = VyVudv (R(y,z) Af(u) = v):(g(y))
= VyVuav(R(y,g(y)) A f(u) = v),
unde g este un nou simbol de functie unarad
¢? = VyVu(R(y,g(y)) A f(u) = v)u(h(y, u))
= VyVu(R(y,g(y)) A f(u) = h(y, u)),
unde h este un nou simbol de functie binara.

Deoarece goz este un enunt universal, rezultd c3d
@ = 02 =VyVu (R(y,g(y)) A f(u) = h(y, u)).

lui ¢ un enunt universal ¢k intr-un limbaj extins £*(y):

Forma normal3 Skolem

Exemple

» Fie 6 o formul3 liberd de cuantificatori a.l. FV(0) = {x} si
¢ = 3x 0. Atunci ¢! = 0,(c), unde c este un nou simbol de
constanta. Deoarece <p1 este un enunt liber de cuantificatori,
rezultd c3 >k = p! = 0,(c).

» Fie R un simbol de relatie de aritate 3 si
¢ = IxVyVz R(x,y, z). Atunci

¢! =VyVz (R(x,y,2))x(c) = VyVz R(c,y, 2),
unde ¢ este un nou simbol de constant3. Deoarece ¢! este un
enunt universal, rezults c3 ¢k = ¢! = VyVz R(c,y, z).

» Fie P un simbol de relatie de aritate 2 si ¢ = Vy3z P(y, z).
Atunci ! = Vy (P(y, 2)).(f(y)) = Yy P(y, f(y)), unde f este
un simbol nou de functie unard. Deoarece ¢! este un enunt
universal, rezultd c3 >k = p! =Yy P(y, f(y)).

Forma normal3 Skolem

Teorema 4.70 (Teorema de forma normald Skolem)

S

Fie ¢ un enunt in form3 normals prenex si % o formd normali

Skolem a sa.
(i) E > = o, deci ¢ E ¢ in L(p).
(i) @ este satisfiabili ddacs o°k este satisfiabils.

Observatie

Tn general, ¢ si o nu sunt logic echivalente ca enunturi n £5k(50).



Teorii

tru orice multime de enunturi I', notam
Mod(T):= clasa modelelor lui I'.

Notdm Mod(¢1, ..., ¢n) in loc de Mod({¢1,...,¢n}).

Lema 4.71

Pentru orice multimi de enunturi I, A si orice enunt 1,
(i) TEY <= Mod(T') C Mod(v)).

(i) T CA = Mod(A) C Mod(T).

(iii) T este satisfiabild <= Mod(I') # .

Dem.: Exercitiu usor.

Teorii

Propozitia 4.74
Fie I' o multime de enunturi.
(i) Mod(T') = Mod(Th(T)).
(ii) Th(I') este cea mai mica teorie T a.i. [ C T.

Dem.: Exercitiu.

» O teorie prezentatd ca Th(I') se numeste teorie axiomatica
sau teorie prezentata axiomatic. [ se numeste multime de
axiome pentru Th(T).

» Orice teorie poate fi prezentata axiomatic, dar suntem
interesati de multimi de axiome care satisfac anumite conditii.

Teorii

Definitia 4.72

O L-teorie este o multime T de enunturi ale lui L care este inchisa
la consecinta semantica, adica:

pentru orice enunt ¢, TFp = e T.

Definitia 4.73

Pentru orice multime de enunturi I', teoria generatd de I este
multimea

Th(l) = {p |y esteenuntsil E p}
= {¢ | ¢ este enunt si Mod(I') C Mod(p)}.

Teorii

Definitia 4.75

O teorie T este finit axiomatizabili dacd T = Th(I') pentru o
multime de enunturi finita T.

Definitia 4.76

O clasd KC de L-structuri este axiomatizabild dacd K = Mod(T")
pentru o multime de enunturi I'. Spunem si ca I axiomatizeaza K.

Definitia 4.77

O clas3d K de L-structuri este finit axiomatizabild dac3
K = Mod(T) pentru o multime finitd de enunguri T .



Exemple - Teoria egalitatii Exemple - Teoria egalitatii

Pentru orice n > 2, notdm urm3torul enunt cu 32" Notatii
Fien>1.
dxq ... 3dx, (—|(X1 = X2) A —|(X1 = X3) VAN _'(an1 = Xn))a p J<n._— _g=n+l
pe care il scriem mai compact astfel: > 371 =3 A F2"
P =3 3 (Arcijen (6 =) Propozitia 4.79

Pentru orice L-structurd A si orice n > 1,
— AEIS" = A are cel mult n elemente
Propozitia 4.78 AETFT" <= A are exact n elemente.

Pentru orice L-structurd A si orice n > 2, .
Dem.: Exercitiu usor.

AE3JZ" < A are cel putin n elemente. N
Propozitia 4.80

Dem.: Exercitiu usor. Fie T := Th({32" | n > 1}). Atunci pentru orice L-structurd A,

Pentru uniformitate, notim 32! := Ix(x = x). AET <= AF{3F7"|n>1} <= A este multime infinits.

Dem.: Exercitiu usor.

Exemple - Teoria grafurilor Exemple - Teoria ordinii partiale

este o pereche G = (V, E) de multimi a.i. E este o > L. = (<,0,0) = (<)
submultimi cu 2 elemente ale lui V. Elementele lui V > Eg%cturile sunt A = (A, <), unde < este relatie binar3.

> Lonr = (E,0,0) = (E) Fie I := {(REFL), (ANTISIM), (TRANZ)}, unde

_ . (REFL) = Vx(x<x)

» LGrar-structurile sunt A = (A, E), unde E este relatie binara. . .

_ (ANTISIM) = VxVy(x<y Ay<x — x =)
Fie I := {(/IREFL),(SIM)}, unde. (TRANZ) = Vx¥y¥z(x<y A y<z — x<2)

(IREFL) = Vx—E(x,x)
(SIM) = VxVy(E(x,y) = E(y,x)). Detinitie
Teoria ordinii partiale este T := Th(I').

Definitie > T este finit axiomatizabil3.
Teoria grafurilor este T := Th(T). » modelele lui T sunt multimile partial ordonate.

> T este f|n|t. aX|omat|zab|Ia: » [ axiomatizeaza clasa mulfimilor partial ordonate. Prin

> modelele lui T sunt grafurile. urmare, clasa multimilor partial ordonate este finit

» [ axiomatizeaza clasa grafurilor. Prin urmare, clasa grafurilor esdarmarTialbEL

este finit axiomatizabil3.



Exemple - Teoria ordinii totale

Fie I := {(ANTISIM), (TRANZ),(TOTAL)}, unde
(TOTAL) = VxVy(x<yV y<x)

Definitie

Teoria ordinii totale este T := Th(I).

> T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt multimile total ordonate.

> [ axiomatizeazad clasa multimilor total ordonate. Prin urmare,
clasa multimilor total ordonate este finit axiomatizabila.

Exemple - Teoria ordinii dense

Fie I := {(/IREFL),(TRANZ),(TOTAL),(DENS)}, unde

(TOTAL) = VxVy(x =y V x<yV y<x)
(DENS) = VxVy(x<y — 3z(x<z A z<y)).

Definitie
Teoria ordinii dense este T := Th(I').
» T este finit axiomatizabila.

» modelele lui T sunt multimile dens ordonate.

> [ axiomatizeaza clasa multimilor dens ordonate. Prin urmare,
clasa multimilor dens ordonate este finit axiomatizabila.

Exemple - Teoria ordinii stricte

> L. = (<7®9®) = (<)
> E(ﬂcturile sunt A = (A, <), unde < este relatie binara.

Fie I := {(IREFL), (TRANZ)}, unde
(IREFL) = Vx—(x<x)
(TRANZ) = VxVyVz(x<y A y<z — x<z)

Definitie
Teoria ordinii stricte este T := Th(I').
> T este finit axiomatizabil3.

» modelele lui T sunt multimile strict ordonate.

> [ axiomatizeaza clasa multimilor strict ordonate. Prin urmare,
clasa multimilor strict ordonate este finit axiomatizabila.

Exemple - Teoria relatiilor de echivalenta

> L= (é7®7®) = (E)

» L_--structurile sunt A = (A, =), unde = este relatie binara.

Fie I := {(REFL),(SIM),(TRANZ)}, unde
(REFL) := Vx(x=x)
(SIM) = VxVy(x=y — y=x)
(TRANZ) = VxVyVz(x=y A y=z — x=z)

Definitie
Teoria relatiilor de echivalenta este T := Th(I).

> T este finit axiomatizabila.

» Fie IC clasa structurilor (A, =), unde = este relatie de
echivalentd pe A. Avem cd K = Mod(I'), asadar I’
axiomatizeaza K. Prin urmare, K este finit axiomatizabila.



Exemple - Teoria relatiilor de echivalenta

e Daca ad3ugam axioma:
VxJy (—(x = y) Ax=y AVz(z=x — (z = x V z = y))),

obtinem teoria relatiilor de echivalenta cu proprietatea ca orice
clasa de echivalenta are exact doua elemente.

Teorema de compacitate - aplicatii

Fie limbaj de ordinul ntai.

Propozitia 4.82

Clasa L-structurilor finite nu este axiomatizabild, adicd nu existd o
multime de enunturi I astfel Tncat

(*)  pentru orice L-structurd A, AET <= A este finita.

Dem.: Presupunem prin reducere la absurd ca exista [ C Sen,
a.l. (*) are loc. Fie

A:=TU{32"|n>1}.
Demonstram c3 A este satisfiabild folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finitd a lui A. Atunci
Ag CTU{3=M, ..., 32} pentru un k € N.

Fie A o L-structurd finitd a.l. |A] > max{n1,...,ng}. Atunci
A 32" pentru orice i = 1,...,k si AFE T deoarece A este finit3.

Teorema de compacitate

Teorema 4.81 (Teorema de compacitate)

O multime de enunturi [ este satisfiabild daca si numai daca orice
submultime finitd a sa este satisfiabila.

» unul din rezultatele centrale ale logicii de ordinul Tntai

Teorema de compacitate - aplicatii

, AETU{32m ..., 32"}, de unde rezultd c3

AE Ao. ar, Ag este satisfiabil3.

Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca
A=TU{3="|n>1}.

are un model B.

Deoarece B E T, B este finita.

Deoarece B F {327 | n > 1}, rezultd ci B este infinit3.

Am obtinut o contradictie. ]

Corolar 4.83

Clasa multimilor nevide finite nu este axiomatizabila in L_.



Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 4.84

Clasa L-structurilor infinite este axiomatizabild, dar nu este finit
axiomatizabila.

Dem.: Notam cu KCj,r clasa L-structurilor infinite.

Conform Propozitiei 4.80, pentru orice L-structurd A,

A€ Kpr <= Aeste infiniti < AF {32" | n>1}.

Prin urmare,
Kinf = Mod({32" | n > 1})

deci e axiomatizabila.

Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 4.86

Fie I o multime de enunturi ale lui L cu proprietatea
(*) pentru orice m € N, T are un model finit de cardinal > m.

Atunci I are un model infinit.

Dem.: Fie
A:=Tu{3"|n>1}.

Demonstram ca A este satisfiabild folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finita a lui A. Atunci

Do CTU{3=m ... 32"} pentru un k € N.
Fie m:= max{n1,...,ng}. Conform (*), I' are un model finit A
ai |Al > m. Atunci AF 32" pentru orice i = 1,. .., k, deci
AE Ao.
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca A are un model B.
Prin urmare, B este un model infinit al lui I'. ]

Teorema de compacitate - aplicatii

ca ICj,r este finit axiomatizabild, deci exista
V= {801, e ,QO,,} C Sen, al. K= I\/Iod(F).

Fie ¢ := w1 A ... A pp. Atunci Kjr = Mod(p).
Rezulta ca pentru orice L-structura A,

A este finitd <= AE Ky < AF p <— AFE —p.

Asadar, clasa L-structurilor finite este axiomatizabild, ceea ce
contrazice Propozitia 4.82. 1.

Corolar 4.85

Clasa multimilor infinite nu este finit axiomatizabila Tn L_.

Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 4.87

Daca un enunt o este adevarat in orice L-structurd infinita, atunci
existd m € N cu proprietatea cd ¢ este adevarat in orice
L-structurd finitd de cardinal > m.

Dem.: Presupunem c3 nu e adevarat. Fie [ := {—p}. Atunci
pentru orice m € N, I are un model finit de cardinal > m.
Aplicand Propozitia 4.86, rezultd ca I' are un model infinit A. Prin
urmare, A ¢, ceea ce contrazice ipoteza. O]



Cardinalul unui limbaj

Fie £

Definitia 4.88
Cardinalul lui L este prin definitie

, F,C) un limbaj de ordinul intai.

12l = |[RUFuUC.

» L este finit daca ||L|| este finit.
» L este numarabil daca ||£|| = |N| = Ro.

» [ este cel mult numarabil daci L este finit sau numarabil.

Propozitia 4.89

N
|Formg| = 0
I1£]

dac3 L este finit
altfel.

Schimbarea limbajelor

Definitia 4.90

Fie L = (Rz, Fr,Cr;arig) si LT = (Rp+, Fr+,Cp+; arig+ ) doud
limbaje. Spunem c& L este extensie a lui L sau cd L este
sublimbaj al lui LT dacd

REQRL',JW FLQ‘F£+7

si arip este restrictia lui arip+ la Rp U Fr.
Notatie: L C LT

Ce CCp+

Definitia 4.91
Spunem c& L este o extensie prin constante a lui £ dac¥
Re=Rp+, Fr=Fr+, CrpCCp+.

Exemple

e L_ C L pentru orice limbaj £ .
o L.=(<)C(<,+,%,5) C Ly=(<,+,%,5,0)

Notatii

Fie t u men, ¢ o formula si xi, ..., X, variabile.

Notatie
» Scriem t(xi,...,x,) dacd Var(t) C {xq,...,xn}.
» Scriem o(xi1,...,x,) dacd FV(p) C {x1,...,xn}.
Notatie
> Fie t(x1,...,x,) un termen. Scriem uneori t*[ay,...,a,] n
loc de t“(e), unde e : V — A este o (orice) interpretare a.i.
e(x1) = a1,...,e(xn) = an.
» Fie p(x1,...,%n) o formuld. Scriem uneori AF ¢[ai, ..., an]

in loc de A E ¢[e], unde e : V — A este o (orice) interpretare
al e(x1) =a1,...,e(xn) = an.

Schimbarea limbajelor

L, atunci orice termen (formul3) din £ este termen

Definitia 4.92

Fie L C Lt, A o L-structurs si AT o LT -structurs.
Spunem ci A este L-redusa lui AT sau c& A" este LT -extensia lui

A daca
> Al = | AT,
> pentru orice R € Ry, RA = RA";

FA _ fAY.
A+

» pentru orice f € Fr,
> pentru orice c € Cp, ¢ = ¢
Notatie: A= AT | L

Exemplu
(N, <,+,-,5,0) are redusele (N, +,-), (N, 5,0), (N, <).



Schimbarea limbajelor

L1, Ao L-structurd, A=|A| si AT o LT-extensie a lui

Propozitia 4.93

Pentru orice evaluare e : V. — A, termen t al lui L si formulad ¢ a
lui L,

the) =t (e) si AE gle] <= AT E ¢le].

Corolar 4.94
Pentru orice enunt ¢ al lui L, AF ¢ < A" E .

Propozitia 4.95

Pentru orice multime de enunturi I a lui L,
(i) AET < AT ET,

(i) The(T) = Seng N The+(T).

Modele nonstandard ale aritmeticii

Teoria lui NV se defineste astfel:

Th(N) :=={p € Senz | N E ¢}.
Se poate demonstra usor cd Th(N) este o teorie.

Teorema 4.97
Existd un model non-standard al teoriei Th(/N\).

Dem.: Fie ¢ un simbol de constantd nou, £+ = LU {c} si
= ThN)U{=(A(n) =c) | ne N} C Sen.

Demonstram c3 I este satisfiabil3 folosind Teorema de
compacitate. Fie [j o submultime finitd a lui I,

o C Th(N) U {~(A(n) = ), ..., ~(A(ng) = c)}.

Modele non-standard ale aritmeticii

limbajul £ = (+, %,$,0), unde 4+, x sunt simboluri de

operatii e, S este simbol de operatie unar3 si 0 este simbol de

constanta.

Pentru orice n € N, definim prin inductie £-termenul A(n) astfel:
A(n+1) = SA(n).

Fie L-structura N' = (N, +,-,5,0). Atunci A(n)N = n pentru
orice n € N. Prin urmare, N = {A(n)" | n € N}.

Definitia 4.96

O L-structurd A se numeste non-standard daca exista a € A a.l.
a # A(n)A pentru orice n € N. Un astfel de element a se numeste
element non-standard.

Modele nonstandard ale aritmeticii

ax{ny,...,nx}. Considerdm extensia Nt a lui N la LT
+ .

l: N = ngy. Atunci N E T.

ema de compacitate, rezulta ca I are un model

At = (A +,%,5,0,c*).

definita
Aplicand

Prin urmare,
At E Th(N) si, pentru orice n € N, ¢A™ # A(n)A".

Fie L-structura
A=(A+,x,5,0),

Deoarece At & Th(N) si Th(N) C Sen,, avem c3 A E Th(N).
Cum A(n)A" = A(n)#, avem ci a # A(n)* pentru orice n € N.
Rezultd c3 a este element non-standard al lui A.

Deci, A este model non-standard al teoriei Th(N). O

a:= C'A+ € A.



Aplicatie a Teoremei de compacitate - multimi bine ordonate

Definitia 4.98

Fie A o multime nevida. O relatie de bunad ordonare pe A este o
relatie de ordine totald < pe A cu proprietatea ca orice submultime
nevidd a lui A are minim.

Spunem cad (A, <) este multime bine ordonata.

Exemple
(N, <) este bine ordonata, dar (Z, <) nu este bine ordonata.

Aplicatie a Teoremei de compacitate - multimi bine ordonate

o multime infinita bine ordonata. Definim

ap+1 = minA,
ap = min A\ {aps1},
ap—1 = min A \ {aM—l—la 3[\/[},

ap :=min A\ {am+1,am, ..., a1}
Atunci ap+1 < apy < ... < ap.
Fie AT extensia lui A = (A, <) la LT obtinut3 astfel:

A+

c{)“+ = ag,.- -, c,\“j‘,jrl = apmy1, C; arbitrar pentru n > M + 1.

Atunci AT F Ap.

Aplicatie a Teoremei de compacitate - multimi bine ordonate

Propozitia 4.99

Clasa multimilor bine ordonate nu este axiomatizabila in L.

Dem.: Fie K clasa £_-structurilor A = (A, <) a.i. (A, <) este
bine ordonata. Presupunem prin reducere la absurd ca C este
axiomatizabild, deci ca

existd ' o multime de enunturi ale lui £ a.i. K = Mod(T).

Fie LT extensia lui £ obtinutd prin addugarea simbolurilor de
constanta c,, n € N. Fie

A =T U{cpt1<cn | n € N} C Sen,+.

Demonstram c3 A este satisfiabila folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finitd a lui A. Atunci

Ay C TU{cht1<cp| nel}, unde | CN este finitd
C TU{ert1<cn | n=0,..., M} pentru un M € N.

A =T U{cpt1<cp | n € N}

are un model

Bt =(B,<,bo,bi,...,bp,...),
Bt

deci ¢, = b, pentru orice n € N.
Fie £ -structura

B=(B,<).
Deoarece BT ETsi [ C Seng<, avem ca B E . Prin urmare,
(B, <) este bine ordonata.
Deoarece BT F {cy,+1<c, | n € N} rezultd c3 b,11 < b, pentru
orice n € N. Prin urmare,

S:={b, | neN} nuare minim.

Dar S este o submultime nevida a lui B. Am obtinut o
contradictie. [



Homomorfisme, izomorfisme

Fie A, ud L-structuri, A= |A|, B =|B|.

Definitia 4.100
O functie h : A — B este homomorfism daca:

(i) pentru orice m > 1, R € Ry, si orice elemente a1, ...,am € A,
RMa1,...,am) <= RB(h(a1),...,h(am))

(ii) pentru orice m > 1, f € Fp, si orice elemente ay,...,am € A,

h(fA(ay,...,am)) = fB(h(a1), ..., h(am))

(iii) pentru orice c € C, h(c*) = cB.
Notatie: h: A — B.

Homomorfisme, izomorfisme

Lema 4.103
Pentru orice L~ C L,

(i) h: A— B implicih: A L~ = B[ L.
(i) A~ B implicd A| L~ ~B | L.

Dem.: Exercitiu usor.

Exemplu

> L =(<,*,c), unde < este simbol de relatie binar3, x este
simbol de operatie binara si ¢ este simbol de constanta.

» A=(R,<,+,0)si B=((0,00),<,-,1).
» h:R — (0,00), h(x)=2" este izomorfism.

Homomorfisme, izomorfisme

Definitia 4.101

Un homomorfism h : A — B se numeste izomorfism dacd h este
bijectiv.

Notatie: h: A~ B.

Un izomorfism h : A ~ A se numeste automorfism al lui A.

Definitia 4.102

A este izomorfd cu B dacd existd h: A ~ B.
Notatie: A ~ B.

Observatie

Relatia de izomorfism este o relatie de echivalent3d pe clasa
L-structurilor. Prin urmare, A este izomorfa cu B ddaca B este
izomorfa cu A. De aceea, spunem de obicei ca A si B sunt
izomorfe.

Homomorfisme, izomorfisme

Definitia 4.104

Spunem c3 h respecta un termen t dacd pentru orice evaluare
e: VA,
h(tA(e)) = t3(hoe).

Fie t(x1,...,X,) un termen. Atunci h respectd t <= pentru orice
ai,...,an € A h(t*ay,...,an]) = tB[h(a1), ..., h(an)].

Propozitia 4.105
Orice homomorfism h : A — B respecta toti termenii.

Dem.: Exercitiu. Prin inductie dupa termeni.



Homomorfisme, izomorfisme

Exemplu
L= (<7*7 c), A= (R, <,+,0), B=((0,0),<,-,1),

h:R— (0,00), h(x)=2%,
t(x,y) =xx*x(yxc), e: VA elx)=3,ely)=T7.

> tA(e) = e(x) + (e(y) + ) =3+ (7+0) =10

> t5(hoe) = h(e(x)) - (h(e(y)) - ¢B) = 2200 . (220 . 1) =
23 (27 1) =210

> h(tA(e)) = 2t%(€) =210 = B(poe).

Homomorfisme, izomorfisme

Propozitia 4.107

Orice izomorfism h : A ~ B respectd toate formulele.

Dem.: Trebuie s3 demonstram ca pentru orice formula ¢,
pentru orice evaluare e : V — A, AFE gle] <= BE ¢lho€].
Aplicam inductia pe formule. Fie e : V — A. Avem urmatoarele
cazuri:
> o =1t = tr. Atunci
AEgle] <= ti'(e) = t5'(e) <= h(t{\(e)) = h(t3'(e))
deoarece h este injectiva
— tB(hoe)=t8(hoe)
deoarece h respecta termenii
< BEFplho¢]

Homomorfisme, izomorfisme

Definitia 4.106

Spunem c3 h respecta o formuld ¢ daca pentru orice evaluare
e: VA,
AEyple] <= BEglhoe].

Fie ¢(x1,...,x,) o formuld. Atunci h respectd ¢ <= pentru
orice ai,...,a, € A,

AE plai,...,an] <= BFEypl[h(a1),...,h(an)]

Homomorfisme, izomorfisme

AE ple] <~ RA(tf‘(e) e t,“ﬁ(e))
= RE(h(t{'(e)), -, h(tm(e)))
deoarece h este homomorfism
— RB(tB(hoe),...,t5(hoe))
deoarece h respecta termenii
<= BFplhoel

» Pasii de inductie pentru — si — sunt imediati.



Homomorfisme, izomorfisme

> o= . Atunci

AE ole]

<= pentru orice a € A, AFE ¢[ex ]

<= pentru orice a € A, BFE 1[ho exa]
conform ipotezei de inductie pentru

<= pentru orice a € A, BE Y[(ho €)yn(s)l
deoarece ho exa = (ho €)uh(a)

<= pentruorice b€ B, BE ¢[(ho €)xp)
deoarece h este surjectiv

< BFEplhoel

Elementar echivalenta

Propozitia 4.110

A ~ B implicd A = B.

Dem.: Fie h: A ~ B un izomorfism. Pentru orice enunt ¢, avem

AFp —
—

pentru o (orice) evaluare e : V. — A, A FE ¢[e]
pentru o (orice) evaluare e : V — A, BE ¢[ho €]
conform Propozitiei 4.107

BE ¢. ]

Elementar echivalenta

Definitia 4.108

Spunem c3 A si B sunt elementar echivalente dac3 pentru orice
enunt o,
AFp <= BEep.

Notatie: A = B.

Lema 4.109
Pentru orice L~ C L,
A=Bimplici A L~ =BT L.

Dem.: Exercitiu usor.

Exemple - Limbajul egalitatii L_

> £_=(0,0,0)

» [_-structurile sunt A = (A), unde A este multime nevid3.
Fie A = (A), B = (B) doud L_-structuri.
» h: A=-B <= h: A= B.

» h: A~ B <= h: A — B este bijectie.
> A~ B < |A|=|B|.



Exemple - Limbajul egalitatii £L_

Propozitia 4.111
Fie A = (A) o L—-structurd finitd si n = |A|. Atunci enuntul 3="
caracterizeaza A pana la izomorfism, adica: pentru orice
L_-structurd B = (B),

A~B «— BEI".
Dem.: BE3™" <= |B|=n <= |A|=|B| <= Ax~B. O
Propozitia 4.112
Pentru orice L_-structuri finite A,B, A~B <— A=D5.

Dem.: (=) Conform Propozitiei 4.110.
(<) Presupunem c3 A = B si fie n = |A|. Atunci AE 37", deci
B E 3=". Se aplica acum propozitia precedenta. O

Scufundari

Propozitia 4.114

h este scufundare <= h respecta toate formulele libere de
cuantificatori.

Dem.: (<) Demonstram c3 h este homomorfism.

> Fiem>1 ReRpysial,...,an € A. Consideram formula
atomicd
(X1, -y Xm) == RXq ... Xm.
Obtinem
RA(al,...,am) — AEplal,...,am]

< BEpl[h(a1),...,h(am)]

deoarece h respecta toate formulele atomice

— RB(h(a1),...,h(am)).

Scufundari

L-structuri, A= |A|, B=|B|sih: A— B.

Definitia 4.113

h se numeste scufundare daca h este homomorfism injectiv.
Notatie: h: A —q B.

Propozitia 4.114

h este scufundare <= h respecta toate formulele libere de
cuantificatori.

Dem.: (=) Exercitiu.

Scufundari

Propozitia 4.114

h este scufundare <= h respecta toate formulele libere de
cuantificatori.

Dem.: (continuare)
> Fiem>1,feFysial,...,an € A. Consideram formula
atomica
(X1, oy Xmy ) = X1 X = Y.
Atunci pentru orice b € A,
fA(al,...,am) =b <— AFyla,...,am b]
< BE ¢[h(a1),...,h(am), h(b)]
deoarece h respecta toate formulele
atomice
— fB(h(a1),...,h(am)) = h(b).
Prin urmare, h(f4(a1,...,am)) = fB(h(a1), ..., h(am)). .



Scufundari

Propozitia 4.114

h este scufundare <= h respecta toate formulele libere de
cuantificatori.

Dem.: (continuare)
» Fie ¢ un simbol de constanta. Consideram formula atomica
ply) =c=y.
Atunci pentru orice b € A,
cA=b < AF o[b] <= BE ¢[h(b)]
deoarece h respecta toate formulele atomice
— B =n(b).
Prin urmare, h(c?) = 5.
Am demonstrat, asadar, c3 h este homomorfism.

Substructuri

doud L-structuri, A= |A|, B =|B|. Presupunem c3
1aB: A— B, t(a) = ainjectia canonica.

Definitia 4.115

Spunem c3 A este substructurd a lui B sau ca B este extensie a lui

A daca 14 g este scufundare.
Notatie: A C B.

Prin urmare, AC B +—

(i) pentru orice m > 1, R € R, si orice elemente a1, ...,am € A,
RAa1,...,am) <= RB(a1,...,am)
(ii) pentru orice m > 1, f € Fp, si orice elemente aj,...,am € A,
fA(al, oam) =fB(a1, ..., am)
(iii) pentru orice ¢ € C, c* = 5.

Scufundari

Propozitia 4.114

h este scufundare <= h respecta toate formulele libere de
cuantificatori.

Dem.: (continuare) Demonstram in continuare c3 h este injectiva.
Fie a, b € A. Consideram formula atomica

px,y) =x=y.
h(a) = h(b) < BE g[h(a), h(b)] = AE ©[a, b]

deoarece h respecta toate formulele atomice
< a=b.

Substructuri

Propozitia 4.116

A C B <= pentru orice formul3 liberd de cuantificatori ¢ si orice
evaluare e : V — A,

AEple] < BEple].

Dem.: Exercitiu.

Exemplu

L = (R), unde R simbol de relatie binara. Atunci (N, <) este
substructura a lui (Z, <), dar nu este substructura a lui (Z, <).

Exemplu

L=~Lg = (%"1,¢é)si B grup. Atunci A este substructurd a lui B
ddacd A este subgrup al lui B.



Substructuri

Definitia 4.117

O formuld ¢ se numeste persistenta in sus (upward persistent)
dacd pentru orice structuri A C B si orice evaluare e : V — A,

AEple] = BE yle].

Definitia 4.118

O formuld ¢ se numeste persistenta in jos (downward persistent)
daca pentru orice structuri A C B si orice evaluare e : V — A.

BEple] = AFE yle].

Substructuri generate

Fie f: M" — M si ) #S C M. Spunem c3 S este inchis3 la f
dacd pentru orice a1, ...,a, € S, f(a1,...,an) € S.

Fie X C B.
Propozitia 4.121

Presupunem ci X # (). Urm3toarele afirmatii sunt echivalente:
(i) X este domeniul unei substructuri (unice) a lui B;
(ii) X este inchisd la B pentru orice f € F si B € X pentru
orice c € C.

Dem.: Exercitiu usor.
Corolar 4.122

Dacid F = C = (), atunci orice submultime nevid3 a lui B este
domeniul unei substructuri unice a lui B.

Substructuri

Propozitia 4.119
(i) Orice formuld existentiald este persistentd in sus.

(ii) Orice formuld universald este persistentd in jos.

Dem.: Exercitiu.
Exemplul 4.120

Fie Lg = (%,71,é). Atunci orice £Lg,-substructurs a unui grup
este grup, deoarece axiomele unui grup sunt universale, deci
persistente in jos.

Substructuri generate

Propozitia 4.123

Presupunem cd X # () sau C # (. Atunci existd o unicd
substructurd (X)z a lui B cu urmdatoarele proprietati:

(i) X S [{(X)p
(ii) (X)g C D pentru orice substructurd D a lui B a.i. X C |D].

(X) 3 se numeste substructura lui B generata de X.

’

Dem.: Definim:

Ay = XU{PF|cecC}#0,
App1 = A U{fB(a1,...,am) | m>1,f € Fp, a1,...,3m € An}
Se verifica usor cd A := |,y An este cea mai mica multime care

contine X U {c® | c € C} si este inchis3 la 5 pentru f € F.
Atunci (X)p este unica substructurd a lui B cu domeniul A. O



Substructuri generate

Observatia 4.124

Presupunem cd X # ) sau C # (). Atunci |(X)g| este intersectia
tuturor multimilor Y C B a.i. X C Y si Y este domeniul unei
substructuri a lui B.

Propozitia 4.125

Daca L are cel putin un simbol de constanta, atunci

| (D) 5| = {t® | t este termen inchis al lui L}.

Dem.: Exercitiu.
Exemple

> £ =(5,0), N =(N,S,0). Atunci | ()| =N, deci
@) p =N

> £ =(0), N'=(N,0). Atunci | (0) \-| = {0}, deci
(@) nr = ({0},0).

Substructuri elementare

Exemplu
Fie L= (<), A= (N\ {0},<)si B=(N,<). Atunci AC Bsi
A~ B, deci A= B. Dar A £ B.
Consideram formula
o(x) = Vy(x<y).

Atunci

AFE [1], dar B o[1],
adic3 1 este cel mai mic element in A, dar nu in B.
Consideram formula

P(x) = Iy(y<x A =(x = y)).
Atunci
B E [1], dar A & ¢[1],

adica 1 are un predecesor in B, dar nu in A.

Substructuri elementare

Fie A, "Badous L-structuri, A= |A| si B = |B].

Definitia 4.126

Spunem c3 A este substructurd elementara a lui B sau c3 B este
extensie elementard a lui A dacd

(i) AC B;
(ii) pentru orice formuld ¢ si orice evaluare e : V — A,
AEple] < BEgle]
Notatie: A < B.

Propozitia 4.127
Daci A < B, atunci AC B si A= B.

Dem.: Exercitiu.

Substructuri elementare

ul rezultat este un instrument foarte util pentru a
ca o substructurd este elementara.

Propozitia 4.128 (Criteriul lui Tarski)

Presupunem ca A C B si ca pentru orice formuld ¢, orice evaluare
e: V — A si orice variabild x,

BE (3xp)e] < existiac A al BFE ¢lexsal-
Atunci A < B.

Dem.: Demonstram prin inductie dupa formule c3 pentru orice
formula ¢,
(*) pentru orice evaluare e : V — A,  AF ple] <= B F ¢le].
Avem urmatoarele cazuri:
> ¢ este formuld atomicd. Atunci (*) rezultd din faptul c3
A C B si Propozitia 4.116.
» Pasii de inductie pentru — si — sunt imediati. 2ot



Substructuri elementare

Propozitia 4.128 (Criteriul lui Tarski)
Presupunem c3 A C B si cd pentru orice formula ¢, orice evaluare
e: V — Asi orice variabila x,

BE (3xp)e] < existd ac€ A al BF ¢lexsal-

Atunci A < B.
Dem.: (continuare)

» o =Vxvy. Fie e: V — A. Deoarece p H -dx—),
BE ple] < BFE (-3x)[e] <= BF (Ix) [e]

<= pentru orice a € A, BF (—) [ex—a] din ipotezd

<= pentru orice a € A, B F ¥[exa]

<= pentru orice a € A, AFE ¢[exa]
din ipoteza de inductie

— AFE ¢le].

Teorema Lowenheim-Skolem in jos

Teorema Lowenheim-Skolem in jos

Pentru orice limbaj cel mult numarabil £, orice L-structura B si
orice submultime cel mult num3rabila X C B, exista o L-structura
cel mult numarabilda A ail. X CAsi A< B.

Dem.: Pentru orice formula ¢ si variabild y definim o
constantd/functie Skolem F .

Daca formula dy¢ este enunt, atunci F, , este un element al lui B
definit astfel:

» Daca B F Jyyp, atunci multimea 51 :={b € B | BF ¢[b]}
este nevidd. F,, este un element arbitrar al lui 5;.

» Daca B 7 dyyp, atunci F, , este un element arbitrar al lui B.
Ca urmare, BE dyp = BF ¢[F,,].

Teorema Lowenheim-Skolem in jos

ta acum unul din rezultatele centrale ale logicii de
ordinul nt

Teorema 4.129 (Teorema Léwenheim-Skolem in jos)
Pentru orice limbaj cel mult numarabil L, orice L-structura B si

orice submultime cel mult num3rabili X C B, existd o L-structurd
cel mult numarabila A al. X CAsiA<DB.

Corolar 4.130

Pentru orice limbaj cel mult numarabil L si orice multime I de
enunturi, daca I are un model, atunci I are un model cel mult
numarabil.

Dem.: Exercitiu.

Teorema Lowenheim-Skolem in jos

Teorema Lowenheim-Skolem in jos

Pentru orice limbaj cel mult numarabil £, orice L-structura B si
orice submultime cel mult numarabila X C B, exista o L-structura
cel mult numarabila A ail. X CAsi A < B.

Dem.: (continuare) Dacd FV(3Jyp) = {x1,...,xk}, k > 1, atunci
definim F, , : Bk — B astfel: pentru orice b, ..., bx € B,

» Dacd BE Jyp[bs,. .., bx], atunci multimea
So:={be B|BF ¢[bi,...,bx, b]} este nevida.
Fe. (b1, ..., by) este un element arbitrar al lui S,.

» Dacd B yyp[bi, ..., by, atunci Fy (b1, .., bk) este un
element arbitrar al lui B.

Ca urmare,

BE E|yg0[b1, 300 g bk] — BE gO[bl, s00ag bk, F%y(bl, 500 bk)]



Teorema Lowenheim-Skolem in jos

Teorema Lowenheim-Skolem in jos

Pentru orice limbaj cel mult numarabil £, orice L-structura B si
orice submultime cel mult numarabilda X C B, exista o L-structura
cel mult numarabilda 4 at X C Asi A< B.

Dem.: (continuare) Extindem constructia lui (X); (a se vedea
Propozitia 4.123) inchizand-o si la constantele si functiile Skolem.
Asadar, fie A cea mai mica submultime a lui B care:

> contine X U{cP | c € C}U{F,, | Iyy enunt};

» este inchis3 la fB pentru orice f € F;

» este Tnchisa la functiile Skolem F, ,, cand dyy nu este enunt.
Obtinem c3 A este domeniul unei substructuri unice A a lui B.
Deoarece X este cel mult numarabila si £ este cel mult numarabil,
A este cel mult numarabila. Aplicand Criteriul lui Tarski, rezulta
imediat ca A < B. ]

Sintaxa

Definitia 4.132
Regulile de deductie (sau inferentd) sunt urmatoarele: pentru orice
formule ¢, 1,

(i) din ¢ si o — 1) se inferd 1) (modus ponens sau (MP)):

0, o =
(0

(ii) dacd x ¢ FV(v), atunci din ¢ — 1 se inferd Ixp — 1)
(3-introducerea):

=

Er— dacd x ¢ FV(v).

Sintaxa

Definitia 4.131
Multimea Axmg C Formy a axiomelor (logice) ale lui L consta din:

(i) toate tautologiile.
(ii) formulele de forma
t=t, s=t—=-t=s, s=tAt=u—s=u,
pentru orice termeni s, t, u.
(iii) formulele de forma
bh=wumA.. Ntm=um — ft1...tm="Fu1...Un,
th=wumN.. Ntm=upn — (Rtl...tm<—> Rul...um),
pentru orice m > 1, f € F,, R € R, si orice termeni t;, u;
(i=1,...,m).
(iv) formulele de forma
ox(t) = Ixp,
unde px(t) este o substitutie liberd (J-axiomele).

270

Sintaxa

ultime de formule ale lui L.

Definitia 4.133

[-teoremele lui L sunt formulele definite astfel:

(T0) Orice axioma logica este I-teorema.

(T'1) Orice formuld din T este I'-teoremd.

(T2) Dacad ¢ si ¢ — 1 sunt I'-teoreme, atunci 1 este [-teoremd.

(F3) Dacd ¢ — 1) este I-teorema si x ¢ FV(v), atunci 3xp — 1
este [ -teorema.

(T4) Numai formulele obtinute aplicand regulile (T0) (T'1), (T2) si
(T3) sunt T'-teoreme.

Daca ¢ este [-teoremad, atunci spunem si ca ¢ este dedusa din
ipotezele I'.



Sintaxa Sintaxa

Notatii

I+, ¢ = @ este [-teorem3 Froi=0Fc @ Definitia 4.135

o O I-demonstratie (demonstratie din ipotezele I') a lui L este o
Definitia 4.134 secventd de formule 61, ..., 8, astfel incit pentru fiecare
O formuld ¢ se numeste teorem3 (logicd) a lui L dacd t-r . i €{1,...,n}, una din urm3toarele conditii este satisficuta:
Reformuland conditiile din definitia I'-teoremelor folosind notatia (i) 0; este axiomd;
I, obtinem (ii) 6; €T;
Pentru orice multime de formule I si orice formule ¢, 1, au loc (iii) existd k,j < i astfel inct 0 = 60; — 0;;
urmatoarele: (iv) existd j < i astfel incat
(i) Dacd ¢ este axiomd, atunci [ . ¢; 0; = — 1 i 0; = Ixp — ¢, unde x ¢ FV ().
(ii) Dacd ¢ €T, atunci [ ¢ ¢; O (-demonstratie se va numi simplu demonstratie.
(iii) Daca T g @ si Tz @ — ), atunci T 2 ).
(iv) Daca T Fr o — ¢ si x ¢ FV(v), atunci I ¢ Ixp — 1.
Sintaxa Sintaxa
Fie ultime de formule.
Teorema 4.138 (Teorema Tautologiei (Post))

Definitia 4.136 Fie 1, p1,...,@n astfel incat
Fie ¢ o formuld. O I'-demonstratie a lui @ sau demonstratie a lui ¢ (i) v este consecintd tautologicd a multimii {1, ..., ¢n}.
gin ipotezele I este o I-demonstratie 01, ..., 8, astfel Incat (i) The o1, Thre o, .o, Tz on.

n= Atunci T b, ).

Teorema 4.139 (Teorema Deductiei)
Fie v o formuld si ¢ un enunt. Atunci
Fry{e}rFeyv ddacd Thkpp—1.

Propozitia 4.137

Fie I o multime de formule. Pentru orice formula o,

I+, ¢ ddaca exista o [ -demonstratie a lui ¢.
Propozitia 4.140

Pentru orice formuld ¢ si orice variabild x,

N-¢ <<= T FVxp.



Sintaxa

Definitia 4.141

Fie ¢ o formula cu FV(¢) = {x1,...,xn}. Inchiderea universaly a
lui ¢ este enuntul

Vo 1= Vx1...Vxpp.

Notatii 4.142
vI={%) |y eTl}.

Propozitia 4.143
Pentru orice formulad o,
Ty «— THVp <« VIktp <« VYo

Teorema de completitudine

Teorema de completitudine - prima versiune

Fie ' o multime de enunturi.

[ este consistenta <= [ este satisfiabila.

Teorema de completitudine - a doua versiune

Pentru orice multime de enunturi ' si orice enunt ¢,

rf—ﬁgp < F|=£<,p.

> Teorema de completitudine a fost demonstrata de Godel in
1929 n teza sa de doctorat.

» Henkin a dat in teza sa de doctorat din 1947 o demonstratie
simplificata.

Multimi consistente

Definitia 4.144
Fie T o multime de formule. Spunem c3
(i) T este consistentd daca existd o formuld o astfel incat It/ .

(ii) T este inconsistentd dacad nu este consistentd, adica I -, ¢
pentru orice formuld .

Propozitia 4.145

Pentru orice multime de formule I, urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) T este inconsistenta.
(ii) Pentru orice formuld ¢, T+ si T+ -,
(iii) Existd o formuld + astfel incdt T+ sil F —p.
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