Logica Matematica si
Computationala

Anul |, Semestrul 1l 2026
Laurentiu Leustean

Pagina web: https://cs.unibuc.ro/courses/lmc/

Logica propozitionala - informal

logicii propozitionale este bazat pe propozitii sau enunturi
despre care se poate argumenta in principiu ca sunt
false.

declara
adevarate

Propozitii declarative
» Suma numerelor 2 si 4 este 6.
» Mihai Eminescu a fost un scriitor roman.
> Maria a reactionat violent la acuzatiile lui lon.
>

Orice numar natural par > 2 este suma a doud numere prime.
(Conjectura lui Goldbach).

> Andrei este destept.

» Martienilor le place pizza.

Propozitii care nu sunt declarative
» Poti sa Tmi dai, te rog, painea?
» Pleaca!

LOGICA PROPOZITIONALA

Logica propozitionala - informal

Consideram anumite propozitii ca find atomice si le notam

p,q,r,...sau pi, p2,p3;- ...
Exemple: p=Numarul 2 este par. g=Maine ploud. r=Sunt obosit.

Pornind de la propozitiile atomice, putem crea propozitii complexe
(notate ¢, ¥, x, ---) folosind conectorii logici — (negatia), —

(implicatia), V

Exemple:
-p =
pVqg =
pAq =
p—q =
perqg =

(disjunctia), A (conjunctia), <+ (echivalenta).

Numarul 2 nu este par.

Numarul 2 este par sau maine ploua.

Numarul 2 este par si maine ploua.

Daca numarul 2 este par, atunci maine ploua.
Numarul 2 este par daca si numai daca maine ploua.

Putem aplica repetat conectorii pentru a obtine propozitii si mai
complexe. Pentru a elimina ambiguitatile, folosim parantezele (, ).

Exemplu: ¢ = (pAq) = ((=r) V q)
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Logica propozitionala - informal

Exemplu:

Fie propozitia:
w=Daca este frig afara, trebuie sa imi iau paltonul.

Consideram propozitiile atomice

p=_Este frig afard.  q=Trebuie s3 imi iau paltonul.

Atunci ¢ = p — q. Cine este —p?

- = p A (—q)=Este frig afard si nu trebuie s imi iau paltonul.

Logica propozitionalda LP - Limbajul

Definitia 1.1
Limbajul logicii propozitionale LP este format din:

» o multime num3rabild V = {v, | n € N} de variabile;

» conectori logici: — (se citeste non), — (se citeste implicd)

» paranteze: (, ).

e Multimea Sim a simbolurilor lui LP este

Sim:=VU{-,—,(,)}

e Notam variabilele cu v, u, w, vp, vi, vo,. ..

Logica propozitionala - informal

Exemplu:
Fie propozitia:
w=Daca trenul intdrzie si nu sunt taxiuri la gara, atunci lon
intarzie la Tntalnire.

Consideram propozitiile atomice

p = Trenul intarzie.
g = Sunt taxiuri la gara.
r = lon intarzie la Tntalnire.

Atunci ¢ = (p A (—q)) — r.

Presupunem c3 ¢, p sunt adevarate si r este falsd (deci —r este
adevdratd). Ce putem spune despre g7 g este adevarata.

Logica propozitionald LP - Limbajul

Definitia 1.2

Multimea Expr a expresiilor lui LP este multimea tuturor sirurilor
finite de simboluri ale lui LP.

> Expresia vidd se noteaza .

» Lungimea unei expresii 6 este numarul simbolurilor din 6.
Sim"™ este multimea sirurilor de simboluri ale lui LP de
lungime n.

> Prin conventie, Sim® = {\}. Atunci Expr = J,,cy Sim".

Exemple:

(((v7, vim = (v2), ~v1v2, ((vi = v2) = (71)), (=(v1 — wv2)).



Logica propozitionalda LP - Limbajul

Operatia de bazad pentru expresii este concatenarea: dacd

©=00...0Pk_1 5 ¥ =10...1_1 sunt expresii, atunci
concatenarea lor, notata ¢, este expresia g ... k100 ... Y1_1.

Definitia 1.3
Fie 8 = 0pb1 ...0_1 0 expresie a lui LP, unde 0; € Sim pentru
orice i € {0,1,..., k—1}.
» Daca 0 </ <)< k—1, atunci expresia 0; ...0; se numeste
(,j)-subexpresia lui 6;
» Spunem ca o expresie 1) apare in 0 dac3d exista
0<i<j<k-—1 ai 1 este (i,j)-subexpresia lui 0.

Formule

Exemple:
» vi— — (v2), 7v1v» nu sunt formule.
» ((vi = w) — (-v1)), (-(va = v2)) sunt formule.

Citire unica (Unique readability)

Daca ¢ este o formuld, atunci exact una din urmatoarele
alternative are loc:

» o =v,unde v e V;
» ¢ = (=), unde ¥ este formuls;
» © = (¢ — x), unde 1, x sunt formule.

Mai mult, scrierea lui ¢ sub una din aceste forme este unica.

Formule

Defin ormulelor este un exemplu de definitie inductiva.

Definitia 1.4

Formulele lui LP sunt expresiile lui LP definite astfel:

(FO) Orice variabild propozitionals este formula.

(F1) Daca ¢ este formuld, atunci (—y) este formuls.

(F2) Daca ¢ si 1 sunt formule, atunci (¢ — 1)) este formula.
(F3) Numai expresiile obtinute aplicind regulile (F0), (F1), (F2)

sunt formule.

Notatii: Multimea formulelor se noteaza Form. Notam formulele

cu @, P, X, ...
» Orice formul3 se obtine aplicand regulile (F0), (F1), (F2) de
un numar finit de ori.

» Form C Expr. Formulele sunt expresiile " bine formate" .

Principiul inductiei pe formule

Propozitia 1.5 (Principiul inductiei pe formule)

Fie P o proprietate. Presupunem ca:

(0) Orice variabild are proprietatea P.

(1) Pentru orice formuld ¢, daca ¢ are proprietatea P, atunci si
(—p) are proprietatea P.

(2) Pentru orice formule p,1), dacd ¢ si i au proprietatea P,
atunci (¢ — 1) are proprietatea P.

Atunci orice formuld ¢ are proprietatea P.

Dem.: Pentru orice formuld ¢, notam cu c(¢) numarul

conectorilor logici care apar in ¢. Pentru orice n € N definim
proprietatea Q(n) astfel:

Q(n) e adevaratad ddacd orice formuld ¢ cu c(¢) < n are
proprietatea P.

Demonstram prin inductie cd Q(n) este adevarats pentru orice n € N,

2



Principiul inductiei pe formule

\itial. Q(0) este adevaratd, deoarece pentru orice formuld
0 <= c(p)=0 < p=v, cuv e Vsi conform
v are proprietatea P.

uctie. Fie n € N. Presupunem c3 Q(n) este

¢, ¢(
Ipotezel
Ipoteza de i
adevdrata.
Pasul de inductie. Demonstrdm c3 Q(n + 1) este adevaratd. Fie ¢
o formuld cu ¢(¢) < n+ 1. Avem trei cazuri:

» ¢ =v e V. Atunci ¢ are proprietatea P, conform (0).

» ¢ = (—), unde ¥ este formuld. Atunci c(v)) = c(¢) —1 < n,
deci, conform ipotezei de inductie, v are proprietatea P.
Aplicind ipoteza (1), rezultd c3 ¢ are proprietatea P.

» © = (¢ — x), unde ¢, x sunt formule. Atunci c(¢), c(x) <
c(¢) — 1 < n, deci, conform ipotezei de inductie, ¥ si x au
proprietatea P. Rezult3 din (2) c3 ¢ are proprietatea P.

Asadar, Q(n) este adevdratd pentru orice n € N. Deoarece pentru
orice formuld ¢ existd N € N a.i. c(¢) < N, rezultd c3 orice
formula ¢ are proprietatea P. L]

Subformule

Definitia 1.7

Fie ¢ o formula a lui LP. O subformula a lui ¢ este orice formuld
W care apare in .
Notatie: Multimea subformulelor lui ¢ se noteaza SubForm(yp).

Exemplu:
Fie ¢ = ((vi = v2) = (—v1)). Atunci

SubForm(yp) = {v1, v2, (vi = w2),(—v1), ¢}

Principiul inductiei pe formule

Propozitia 1.6 (Principiul inductiei pe formule - variantad
alternativd)

Fie T o multime de formule care are urmatoarele proprietati:
> VCIT;
» [ este inchisd la -, adicd ¢ € T implica (—p) € T;
» [ este inchisd la —, adicd v, € T implica (p — ¢) €T.
Atunci I’ = Form.
Dem.: Definim urmatoarea proprietate P: pentru orice formuld ¢,
@ are proprietatea P ddaca p € I.

Conform definitiei lui T, rezultd c3 sunt satisfacute ipotezele (0),
(1), (2) din Principiul inductiei pe formule (Propozitia 1.5), deci il
putem aplica pentru a obtine ca orice formul3 are proprietatea P,
deci orice formula ¢ este in . Asadar, I = Form. ]

Formule

Conectorii derivati \V (se citeste sau), A (se citeste si), <+ (se
citeste daca si numai dac3) sunt introdusi prin abrevierile:

(eVvy) = ((-p) =)

(eny) = (=(¢— (=9)))

(o) = (p=>V)A W =)
Conventii

> in practic3, renunt3m la parantezele exterioare, le punem
numai atunci cand sunt necesare. Astfel, scriem =, — 1,
dar scriem (¢ — ¥) — x.

> Pentru a mai reduce din folosirea parantezelor, presupunem ca
® — are precedenta mai mare decat ceilalti conectori;
e A,V au precedentd mai mare decat —, <.

Prin urmare, formula (((¢ — (¥ VX)) A ((—¢) +> (¢ V x))) va fi
scrisd (¢ = YV X)A (7Y <> ¥V X).



Principiul recursiei pe formule Principiul recursiei pe formule

Principiul recursiei pe formule se foloseste pentru a da definitii

Propozitia 1.8 (Principiul recursiei pe formule) recursive ale diverselor functii asociate formulelor.
4 -
Fie A o multime si functiile Exemplu:
Go:V—A G. A=A G, :AxA—A Fie ¢ : Form — N definitd astfel: pentru orice formula ¢,
B 5 — . B — - .

c(p) este numarul conectorilor logici care apar in ¢.

Atunci existd o unica functie O definitie recursivd a lui ¢ este urm3toarea:

F: Form— A c(v) = 0 pentru orice variabild v
o l c(—¢) = c(p)+1 pentru orice formuld ¢
care satisface urmatoarele proprietati: .
c(p—=1v) = c(p)+c(¥)+1 pentru orice formule @, 1.
(RO) F(v) = Go(v) pentru orice variabili v € V. ( ) () +ev)
(R1) F(—y) = G-(F(y)) pentru orice formula . In acest caz, A=N, Go: V — A, Go(v)=0,
(R2) F(p — ) = G (F(v), F(v)) pentru orice formule 1. G- :N— N, G-(n)=n+1,

G, NxN—=N, G,(mn)=m+n+1.

Principiul recursiei pe formule

Notatie:

Pentru orice formuld ¢, notdm cu Var(yp) multimea variabilelor SEMANTICA LP
care apar in .

Observatie

Multimea Var(p) poate fi definitd si recursiv.

Dem.: Exercitiu.



Tabele de adevar

Valori de adevar

Folosim urma3toarele notatii pentru cele doua valori de adevar:

1 pentru adevarat si O pentru fals. Prin urmare, multimea valorilor
de adevar este {0,1}.

Definim urmatoarele operatii pe {0, 1} folosind tabelele de adevar.

p|-p
-:{0,1} — {0, 1}, 01
1]0
Se observd ca p=1<«= p=0.
plalp—gq
0(0]|1
—:{0,1} x{0,1} — {0, 1}, 011
1/010
1111

Seobservicap—>g=0<=p=1siqg=0.

Evaluari

Definitia 1.9

O evaluare (sau interpretare) este o functie e : V — {0,1}.
v

Teorema 1.10
Pentru orice evaluare e : V — {0, 1} existd o unic3 functie

e" : Form — {0,1}

care verifica urmatoarele proprietati:
» et (v) = e(v) pentru orice v € V;
» et (—p) =—eT(p) pentru orice ¢ € Form;
> et (p — ) = et (¢) = et () pentru orice ¢, 1 € Form.
Dem.: Aplicdm Principiul recursiei pe formule (Propozitia 1.8) cu
A={0,1}, Go=e, G- :{0,1} — {0,1}, G-(p) =-psi
G, :{0,1} x {0,1} — {0,1}, G(p,9)=p—q. O

Tabele de adevar

Operatiile V : {0,1} x {0,1} — {0,1}, A:{0,1} x {0,1} — {0,1}
si+»:{0,1} x {0,1} — {0,1} se definesc astfel:

pPlq|pVg Plqg|pAg Plq|prq
0|00 0[0]0 0/0]1
0|11 0[1]0 0[1]0
1/0]1 1(0(0 1(0(0
111 111 111

Observatie
Pentru orice p,q € {0,1}, pVg=-p—>q, pAg=-(p— q)
sipog=(p—=>q)A(q—p).

Dem.: Exercitiu.
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Evaluare (Interpretare)

Propozitia 1.11

Dacid e : V — {0, 1} este o evaluare, atunci pentru orice formule

©, Y,

ef(pVy)=e(p) Ve (),
ef(pny)=e"(p)Aet (),
ef(p ) =e(p) & e ().

Dem.: Exercitiu.
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Evaluare (Interpretare)

Propozitia 1.12

Pentru orice formuld ¢ si orice evaludri e1, e : V — {0, 1},
(*) ei(v) = ex(v) pentru orice v € Var(p) = e/ () = & ().
Dem.: Definim urmatoarea proprietate P: pentru orice formula ¢,

 are proprietatea P ddaca pentru orice evaluari
e1,e : V — {0,1}, ¢ satisface (*).

Demonstram ca orice formula ¢ are proprietatea P folosind
Principiul inductiei pe formule. Avem urmatoarele cazuri:

» ¢ = v. Atunci efr(v) =ei(v) =e(v) =¢ (V)

Evaluare (Interpretare)

Propozitia 1.12

Pentru orice formul3d ¢ si orice evaludri e1, e : V — {0,1},

(*)  alv)=

Dem.: (continuare)
> o =1 — x si Y, x satisfac P. Fie e1,e2: V — {0,1} a.l.
e1(v) = ex(v) pentru orice v € Var(p). Deoarece
Var(1) C Var(p) si Var(x) C Var(y), rezultd c3d
e1(v) = ex(v) pentru orice v € Var(v)) si pentru orice
v e Var(X) Asadar, aplicénd P pentru ¢ si x, obtinem ca

& (1) = e (1) 5i e (x) = &5 (x). Rezults c3

e () = e (1) = & (X) = & (¥) = &5 (x) = & (),

deci ¢ satisface P. O

ex(v) pentru orice v € Var(p) = e (¢) = &5 ().

Evaluare (Interpretare)

Propozitia 1.12

Pentru orice formul3d ¢ si orice evaludri e;,ex: V — {0,1},

(*)  alv)=
Dem.: (continuare)
» ¢ = — si ¢ satisface P. Fie 1,6, : V — {0,1} a.l.
e1(v) = ex(v) pentru orice v € Var(p). Deoarece

Var(p) = Var(), rezultd ca e;(v) = ex(v) pentru orice
v e Var(dj) Asadar, aplicind P pentru 1), obtinem c3

e () = &5 (). Rezultd c3
el+(90) =76 T (y) = 6 S (¥) = € > (),

deci ¢ satisface P.

ex(v) pentru orice v € Var(p) = e (¢) = &5 ().
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Modele. Satisfiabilitate. Tautologii

Fie ormul3a.

Definitia 1.13
» O evaluare e : V — {0, 1} este model al lui ¢ daca
et () = 1. Notatie: e F .
» o este satisfiabila daca admite un model.

» Daca ¢ nu este satisfiabild, spunem si cd ¢ este nesatisfiabild
sau contradictorie.

» ¢ este tautologie daca orice evaluare este model al lui .
Notatie: F .

Notatie: Multimea tuturor modelelor lui ¢ se noteazad Mod(yp).

Propozitia 1.14
(i) ¢ este tautologie ddacd —¢ este nesatisfiabila.

(ii) @ este nesatisfiabild ddacd —p este tautologie.
Dem.: Exercitiu. »



Metoda tabelului Metoda tabelului

ormuld arbitrard si Var(y) = {x1,x2,...,xc}. Pentru

orice € ree: V —{0,1}, eT(¢) depinde doar de - I
e(x1), ...y ), conform Propozitiei 1.12. -Xemp Y-
Asadar, e*(¢) depinde doar de restrictia lui e la {x1,x2,...,xx}: Fie
=vi—>(vn—=> (A :
e {xt, .} — {0,1}, €'(x) = e(x)- p=v= (e (i)
Sunt 2k astfel de functii posibile €], €} ..., e} Asociem fiecdreia o Vrem sd demonstram ca = .
linie ntr-un tabel:
X1 X Xk ... subformule ale lui ¢ ... | ¢ Var(p) = {v1, va}-
ei(a) elxe) .. e(x) e (¢)
) o) . el &r* (¢) a e vnn  wo(ane) e
_ _ _ _ _ 0 0 0 1 1
eh(x1) () ... eplx) e (#) 1 0 0 1 1
Pentru orice i, e/ () se defineste similar cu Teorema 1.10. 1 1 1 1 1
¢ este tautologie ddac3 pentru orice i € {1,...,2k}, e/ (p) =1
¢ este satisfiabil3 ddac existd i € {1,...,2K} ai e/T(p) =1
Tautologii Tautologii, consecinte semantice si echivalente
Definitia 1.15
Fie ©,1) doud formule. Spunem ci Propozitia 1.17
» ¢ este consecintd semanticd a lui v dacd Pentru orice formule ¢, 1, x,
Mod(v)) C Mod(p). Notatie: 1) F .
» o si1) sunt (logic) echivalente dacd Mod () = Mod(¢p). terful exclus Fevo
Notatie: o ~ 1. modus ponens oA (o= ) EY
Observatie afirmarea concluziei YE Q=Y
Relatia ~ este o relatie de echivalenta pe multimea Form a contradictia F=(p A =p)
formulelor lui LP. dubla negatie P~
Propozitia 1.16 contrapozitia =Y~ =
Fie ¢ 1p,formu/e Atunci negarea premizei AR
’ modus tollens —h A (o = ) E g

(i) Y E ¢ ddacidE Y — .
(i) ¥ ~ ¢ ddacd (WE ¢ sipE1)) ddacd E Y < .
Dem.: Exercitiu.

tranzitivitatea implicatiei (¢ — ) A (Y = xX) Ep — x

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
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Tautologii, consecinte semantice si echivalente

legi | de Morgan “(p V) ~-pA-p (10)
(e Ap) ~ —pV (11)

exportarea si importarea o= —=x)~eANY—=x  (12)
idempotenta p~pNp~pVp (13)

slibirea FoAYp = Fop—opVvy (14)

comutativitatea @AY ~ Y A eV ~1pVe (15)
AW AX)~(eAY)Ax  (16)
eV Vx)~(eVvy)Vv x  (17)

eV (pAP)~ o (18)
PA (P V)~ (19)
AW VX)~(eAY)V(pAx) (20)
eV (WAX)~(pVY)A(pVx) (21)

asociativitatea

absorbtia

distributivitatea

Exemplu de demonstratie

1. Observim c3 et (o V —p) = et (p) Vet (p).

Putem demonstra c3 et (¢) V met(p) =1 in doud moduri.

l. Folosim tabelele de adevar.

et (

) | et (p) | et(p) Vet (p)

0
1

Il. R

1 1
0 1

ationam direct.

Avem doua cazuri:

>

| 2

et (¢) = 1. Atunci me*(¢) = 0 si, prin urmare,
et (p)Voet(p) =1
et (¢) = 0. Atunci met(¢) = 1 si, prin urmare,
et (p)Voet(p) =1
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Tautologii, consecinte semantice si echivalente

e Ax~ (= P)A(p—=x) (22)
p=oPVx~(p=2>Y)Vie—x) (23)
PAY = x~(p=>x)V (P —=x) (24)
pVY = x~(p=>xX)AN W —x) (25
poW—=x)~Yp = (p=2x)~(e—=9) 2> (e—x)  (20)
—p~p =~ (oY) A(p = ) (27)
=P~V ~a(pAp)  (28)
VY~V (mpAP)~(p—=¢) =2y (29)
peo@eox)~@ed)eox  (30)
Flp—=9)V(me —9)  (31)
Fle—=9)Vie— ) (32)
Fop— (< (=) (33)
Fle—=v) = (((p = x) =) =)  (34)

Dem.: Exercitiu.

j este convenabil sa avem o tautologie canonica si o
sfiabila canonica.

Observatie

Vo — Vo este tautologie si —=(vp — vp) este nesatisfiabild.
Dem.: Exercitiu.

Notatii

Notdm vp — v cu T si o numim adevarul. Notdm —(vp — v) cu
L si o numim falsul.

P  este tautologie ddaca ¢ ~ T.
P ¢ este nesatisfiabild ddacd ¢ ~ L.

34
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Substitutia

Definitia 1.18
Pentru orice formule o, x, X', definim

oy(X') = expresia obtinutd din ¢ prin inlocuirea tuturor
aparitiilor lui x cu x'.

oy (X') se numeste substitutia lui x cu x' in . Spunem si cd
oy (x') este o instantd de substitutie a lui .

> ©,(X’) este de asemenea formul.

> oo (X) =X

» Dacd x nu este subformuld a lui ¢, atunci ¢, (x') = .
Exemple:
Fie Y = (V1 — V2) — —\(Vl — Vz).

> x=vi= v, X' =va o (X)) =va— v

> X = Vi, XI = V. (pX(X/) = (—|—|V2 — V2) — —|(—|—|V2 — V2)

> x=vi—=>wv, X =wuVv. o )=WaVv)—=-(vaVvn)

Conjunctii si disjunctii finite

Notatii

Scriem @ A A x In loc de (¢ A1) A x. Similar, scriem ¢ Vi)V x
in loc de (¢ V) V x.

Fie ¢1,p2,..., ¢, formule. Pentru n > 3, notdm

O1A A= (( (PL AP ANP3) Ao Apn-1) A pn
o1V... Ve =((..(e1 V) Ve3)V...Vps_1)V en.

n

> o1 A... A, se maiscrie si \_; i sau /\ ©j.
i=1

n
> ©1 V...V, se maiscriesi \/]_; ¢ sau \/ ©j.
i=1

39

Substitutia

Propozitia 1.19

Pentru orice formule ¢, x, X',

x~x' implicd ¢~ o\ (X').

Propozitia 1.20
Pentru orice formule p, 1), x si orice variabila v € V,
> o~ implicd pu(x) ~ Pu(X).
» Dac3 ¢ este tautologie atunci si ¢, (x) este tautologie.

» Dac3 ¢ este nesatisfiabild, atunci si p,(x) este nesatisfiabils.

38

Conjunctii si disjunctii finite

Propozitia 1.21
Pentru orice evaluare e : V — {0,1},

> et(p1A...Awy) =1 ddacs et(p;) = 1 pentru orice
ie{l,...,n}.
> et (p1V...Vp,) =1 ddaci e*(p;) =1 pentru un
ie{l,...,n}.
Dem.: Exercitiu.

Propozitia 1.22

(1 V...Vep) ~ @1 A...A\"p,
(1 Ao App) ~ 1 V.. Vo,

Dem.: Exercitiu.



FORMA NORMALA CONJUNCTIVA /
DISJUNCTIVA

Forma normald conjunctivd / disjunctiva

Definitia 1.25

O formuld ¢ este in formd normald conjunctiva (FNC) dac3 ¢ este
o conjunctie de disjunctii de literali.

n ki
Asadar, ¢ este in FNC ddaca ¢ = /\ \/ Li; |, unde fiecare L;;
i=1 \j=1
este literal.
Exemple
> (Vo V V1) A (V3 V V5) N (—\Vgo V —vis V —|V34) este Tn FNC

» (—vg Avi)V vag V (va A —vp A vp) este in FND
> v; A —vs A vy este atdt Tn FND cat si in FNC

> —vig V vog V vy este atdt Tn FND cat si in FNC
| 2

(vi VW) A ((va Avs)V (va A wvs)) nu este nici in FND, nici in
FNC

Forma normald conjunctivd / disjunctivd

Definitia 1.23
Un literal este o
» variabild (in care caz spunem c3 este literal pozitiv) sau
» negatia unei variabile (in care caz spunem ca este literal
negativ).

Exemple: vq, vo, vyg literali pozitivi; —vg, =vigo literali negativi

Conventie: \/}:1 Yi =1 Si /\}:1 ©0i = Q1.
Definitia 1.24
O formuld ¢ este in form3 normala disjunctiva (FND) dac3 ¢ este
o disjunctie de conjunctii de literali.
n k,'

Asadar, ¢ este in FND ddaci ¢ = \/ | /\ Lij |, unde fiecare L;

i=1 \j=1
este literal. w

Forma normald conjunctivd / disjunctivd

3 L este literal, atunci L€ :=

Notatie:

v dacal=veV
v daca L = —w.

Propozitia 1.26

(i) Fie ¢ o formuld in FNC, o = \]_; (\/jk‘:1 L;J>. Atunci

—p ~ Vi (/\Jl-(’zl L,-CJ>, o formuld in FND.

(ii) Fie ¢ o formul3 in FND, ¢ = \/"_, (/\jk;1 L; ,J-). Atunci

P /\7:1 (ka,ZI L,-CJ>, o formuld in FNC.

Dem.: Exercitiu.



Functia asociata unei formule

— (2 = vi Aw)

0|0 1

01 1

110 1

1|1 1

Acest tabel defineste o functie F : {0,1}? — {0,1}

€1 | €2 | F(e1,€2)

00 1

0|1 1

110 1

111 1

Functia asociata unei formule

Propozitia 1.28

(i) Fie ¢ o formuld. Atunci

1.1 F ¢ ddaca F, este functia constanta 1.
1.2 o este nesatisfiabild ddacad F, este functia constantd 0.

(ii) Fie @, doud formule astfel incdt Var(y) = Var(vy). Atunci
21 ¢F ddacs F, < Fy.
22 ¢~ ddacd F, = Fy.

(iii) Exista formule diferite v a.i. F, = Fy.

Functia asociata unei formule

formuld si Var(p) = {vi, vip, ..., Vi, }, unde n > 1si
o < ...< iy

) € {0,1}". Definim e, . ., : Var(¢) — {0,1}

€. .(Vi.) =€k pentruorice k € {1,...,n}.

Definim e, _ (¢) € {0,1} astfel:
&l,en(9) = €7 (),
unde e : V — {0, 1} este orice evaluare care extinde e, . ., adic3,
e(vi) = ez, (Vi) = €k pentru orice k € {1,...,n}.
Conform Propozitiei 1.12, definitia nu este ambigua.
Definitia 1.27
Functia asociata lui ¢ este F, : {0,1}" — {0,1}, definita astfel:
,en) € {0,1}".

Asadar, F, este functia definita de tabela de adevdr pentru ¢.

Fo(e1,...,en) = e . () pentru orice (e1,. ..

Caracterizarea functiilor booleene

Definitia 1.29
O functie booleana este o functie F : {0,1}" — {0,1}, unde n > 1.
Spunem c3 n este numarul variabilelor lui F.

Exemplu: Pentru orice formuld ¢, F, este functie Booleand cu n
variabile, unde n = |Var(p)|.

Teorema 1.30

Fien>1si H:{0,1}" — {0,1} o functie booleana arbitrara.

Atunci existd o formuld ¢ in FND a.i. H= F,.

Dem.: Dacd H(e1,...,en) = 0 pentru orice (e1,...,epn) € {0,1}",
n

ludm ¢ = \/(v,- A =v;). Avem c3 Var(p) = {v1,..., vy}, asadar,

i=1
Fy,:{0,1}" — {0,1}. Cum v; A —v; este nesatisfiabild pentru orice
i, rezultd cd ¢ este de asemenea nesatisfiabild. Deci, F, este
functia constanta 0.



Caracterizarea functiilor booleene

, multimea

1) = {(c1,...,en) € {0,1}" | H(c1, ..

.,en) =1}

este nevida.
Consideram formula

= \/ /\v;/\

-V
(e1y--€n)ET \&i=1 €i=0

Deoarece Var(yp) = {v1,...,va}, avem cd F, : {0,1}" — {0,1}.

Demonstram ca pentru orice (d1,...,0,) € {0,1}", avem c3

F¢(51,...,6n):1 <~ H(51,...,(5n):1,

de unde va rezulta imediat ca H = F,.

Caracterizarea functiilor booleene

Teorema 1.31
Fien>1si H:{0,1}" — {0,1} o functie booleana arbitrara.
Atunci existd o formula 1) in FNC a.i. H = Fy,.

Dem.: Dacd H(ey,...
atunci luam

,€n) = 1 pentru orice (e1,. ..

Y= /\(v,- Voay;).
i=1

Avem c3d Var(yp) = {v1,...,vn}, asadar, F, : {0,1}" — {0,1}.
Cum v; V —v; este tautologie pentru orice /, rezulta ca ¢ este de
asemenea tautologie. Deci, F, este functia constanta 1.

ven) € {0,1}",

Caracterizarea functiilor booleene

K Fo(01,...,00) =1 <= ef ;5 (p)=1

=1 pentru orice e : V — {0,1} al. e(v;) =9;
e{1,...,n}.

Fiee: V — {0,1} ai e(v;) =0; pentru orice i € {1,...,n}.

et(p)=1 Vier,emer (Aei=16(vi) A Aci=ome(vi)) = 1
Vier,.emeT (Nei=10i A Nei=00i) = 1

<

<

<= existd (1,...,en) € T al
/\a,-:15i =1A /\a,-:o—'5i =1

< existd (e1,...,e5) € T al d;=¢;
pentru orice i € {1,...,n}

<~ (51,...,5,7)67_

<~ H(51,...,5,,):1.

Prin urmare, F,(61,...,0n) =1 <= H(d1,...,6,) = 1. O
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Caracterizarea functiilor booleene

..,en) €{0,1}" | H(e1,...,en) =0}

este nevida.
Consideram formula

Y= /\ \/ 7% \/ Vi
;=0

(e1,--,en)EF \&i=1

Deoarece Var(y) = {v1,...,vn}, avem ca F, : {0,1}" — {0,1}.

Demonstrdm c3 pentru orice (41, ...,0,) € {0,1}", avem c3

Fo(d1,...,0n) =0 <= H(61,...,d,) =0,

de unde va rezulta imediat ca H = F,.
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Caracterizarea functiilor booleene

0(01,...,0,) =0 — eg;m’(;n(go) =0
= 0 pentru orice e : V — {0,1} a.l. e(v;) =9;

e{1,...,n}.

Fiee: V — {0,1} ai e(v;) =0; pentru orice i € {1,...,n}.

et(p) =0

1T 1 111

Prin urmare, F,(61,. ..

A(sl,l..,an)eF (VE,‘Zl_'e(VI') \ V€i=0e(vi)) =0
A(sl,...,sn)eF (VEizl_'(Si \4 V&?izo(si) =0
exista (1,...,e5) € F al

Vs;:lﬁ(si Vv \/5,-:0(5,‘ =0

existd (e1,...,ep) € F al dj=¢;
pentru orice i € {1,...,n}
(51,...,5,,)6 F

H(d1,...,0,) =0.

,6,) =0 <= H(d1,...,0n) =0. O

Forma normald conjunctivd / disjunctivd

Teorema 1.32

Orice formul3 ¢ este echivalentd cu o formuls o™P in FND si cu
o formuli N in FNC.

Dem.:

Fie n = |Var(y)| si F, : {0,1}" — {0, 1} functia booleand
asociatd. Aplicand Teorema 1.30 cu H := F, obtinem o formula
goFND in FND ali. F, = FwFND. Asadar, conform

Propozitiei 1.28.(ii), ¢ ~ ¢

FND

Similar, aplicand Teorema 1.31 cu H := F_, obtinem o formuld

©NC i FNC alf. Fy = F evc. Prin urmare, o ~ ¢

FNC ]
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Caracterizarea functiilor Booleene

€1 | €2 | €3 | H(e1,e2,¢€3)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

H:{0,1}3 — {0,1} descrisi prin tabelul:

D1:V1\/V2\/V3
Dy =viVwV-vs
C1:ﬂv1/\v2/\—|V3
D3:V1\/_|V2\/—\V3
C2:V1/\_‘V2/\_\V3
C3:V1AﬁV2/\V3
C4:V1/\V2/\_|V3
C5:V1AV2/\V3

p=GVGVGVGVG I FND afi. H:F¢.
=Dy ADy AN D3in FNC ali. H = Fy.
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Forma normald conjunctivd / disjunctivd

si oY~ (CeVY)A (Y VY p).

Pasul 2. Se inlocuiesc dublele negatii, folosind —=—1) ~ 1, si se aplica
regulile De Morgan pentru a Tnlocui

“(pV)cu—pA—tp s

(P At) cu =V .

Pasul 3. Pentru FNC, se aplica distributivitatea lui V fata de A, pentru

a Tnlocui

V(W AX)cu (pVYP)A(pVX) si

(WAX)Veocu(@Ve)A(xVe).

Pentru FND, se aplica distributivitatea lui A fata de V, pentru

a Tnlocui

AW VX)cu(pAD)V(pAX) s

(WVX)Apcu (WAp)V(XAp).
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Forma normald conjunctivd / disjunctivd

Exemplu

Considerdam formula ¢ := (-vg = —v2) — (vo — ).
Avem
e ~ =(-v—-w)V(w—wn) Pasull
~ (== V-w)V (v —w) Pasull
~ (== V-wn)V(-vVwv) Pasull

~ =(vV-w)V(-vwVwn) Pasul 2
~ (v A==wn)V(-vwVwr) Pasul 2
~ (v AWV Vwrn Pasul 2

Putem lua VD := (mvg A va) V =1 V va.
Pentru a obtine FNC, continudm cu Pasul 3:
o ~ (AW V(vwVwn)
~ (—\Vo\/—\Vo\/V2)/\(V2\/—\Vo\/V2).

Putem lua "N := (=vp V =vp V v2) A (va V =g V v2). Se observi,

folosind idempotenta si comutativitatea lui \V, cd p™NC ~ vy V vo.

Clauze

Definitia 1.33
O clauza este o multime finitd de literali:
C={Ly,...,L,}, unde Ly, ..., L, sunt literali.

Daci n = 0, obtinem clauza vid3 [ := ().
O clauza nevida este considerata implicit o disjunctie.

Definitia 1.34

Fie C o clauzd sie: V — {0,1}. Spunem c3a e este model al lui C
sau cd e satisface C si scriem e E C dacd exista L€ C a.l. eF L.

Definitia 1.35
O clauza C se numeste
(i) satisfiabila dacad are un model.

(ii) valida daca orice evaluare e : V — {0, 1} este model al lui C.
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CLAUZE $I REZOLUTIE

Clauze

Definitia 1.36

O clauza C este triviald dacad exista un literal L a.l. L€ C si
Lc e C.

Propozitia 1.37
(i) Orice clauza nevida este satisfiabila.
(ii) Clauza vid3 O este nesatisfiabila.

(i) O clauza este validd ddacd este triviala.
Dem.: Exercitiu.

Notdm Var(C):={x € V| x € C sau ~x € C}.
Daca x € Var(C), spunem ca x apare in C.

» Var(C) =10 ddaci C =00
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Clauze

., Cn} este o multime finit3 de clauze.
Daca m= btinem multimea vid3 de clauze ().

S este considerata implicit ca o formuld Tn FNC: conjunctie de
disjunctii ale literalilor din fiecare clauza.

Definitia 1.38

Fiee:V — {0,1}. Spunem c3 e este model al lui S sau cd e
satisface S si scriem e E S dacd e F C; pentru orice i € {1,..., m}.

Definitia 1.39
S se numeste
(i) satisfiabila dacd are un model.

(ii) valida daca orice evaluare e : V — {0, 1} este model al lui S.

Clauze

Exemplu

S = {{V]_, —|V3}, {—|V3, V3}, {Vg, V]_}, {V2, vy, V3}} este satisfiabila.
Dem.: Consideram e: V — {0,1} a.i. e(v1) = e(w2) = 1. Atunci
ekES. O

Exemplu

S ={{~vi,wa},{-v3, v}, {1}, {vs}} este nesatisfiabila.

Dem.: Presupunem ca S are un model e. Atunci

e(v1) = e(v3) = 1 si, deoarece e F {—v3, va}, trebuie sd avem
e(vp) = 0. Rezults c3 e(vp) = eT(—v1) = 0, deci e nu satisface
{—v1,vo}. Am obtinut o contradictie. O
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Clauze

Propozitia 1.40
» Dacd S contine clauza vidd U, atunci S este nesatisfiabila.

» () este validi.
Dem.: Exercitiu.

Notdm Var(S) := Uccs Var(C).
Daca x € Var(S), spunem ca x apare in S.
» Var(S) =0 ddaci (S =0sau S ={0}).
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Clauze si FNC

Unel
astfel:

Fie

le ¢ Tn FNC 1i asociem o multime finitd de clauze S,

n ki
e=NAVLi|,

i=1 \j=1

unde fiecare L;; este literal. Pentru orice i/, fie C; clauza obtinutd
considerand toti literalii L; j,j € {1,..., k;i} distincti. Fie S,
multimea tuturor clauzelor C;,i € {1,..., n} distincte.

S, se mai numeste si forma clauzald a lui .

Propozitia 1.41
Pentru orice evaluare e : V — {0,1}, eF ¢ ddacieF S,.
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Clauze si FNC

Unei

astfel:
> C = o Llpb,n>1— pei=L1VIV... VL,
> [— g :i= v A .

Fie S ={C,..., Cn} o multime nevidd de clauze. Formula

asociatd lui S este .
vs =\ ec-
i=1

Formula asociata multimii vide de clauze este ¢y := vp V —vp.
Formula ¢s nu este unic determinata, depinde de ordinea n care
se scriu elementele in clauze si in S, dar se observa imediat ca:
S =8 implicd ps ~ ps'.

imi finite de clauze S Ti asociem o formuld ¢s in FNC

Propozitia 1.42
Pentru orice evaluare e : V — {0,1}, eE S ddaci e F ¢s.

Rezolutia

Exemplu

G = {v1,v2,~vs}, G = {v1,v2, vig0, V5 }.
» Ludm L := —vs. Atunci L € (7 si L = v5 € (5. Prin urmare,
R = {v1, va, —va, vigo} este rezolvent al clauzelor Gy, G.
» Dac3 ludm L' := v», atunci L’ € C; si L' = —v», € C,. Prin
urmare, R = {vi, —s, vigo, v5} este rezolvent al clauzelor

G, G.

Exemplu

G ={w}, G ={—w}. Atunci clauza vid3 O este rezolvent al
clauzelor Gy, G,.
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Rezolutia

Definitia 1.43

Fie C1, G5 doud clauze. O clauzd R se numeste rezolvent al
clauzelor Cy, Cy dacd existd un literal L a.i. L€ Cy, L€ € G si

R=(G\{LH) V(G \{L}).

Regula Rezolutiei
G, G
(G\{LHu(G\{L})

Notdm cu Res(Cy, C;) multimea rezolventilor clauzelor Gy, G,.

Rez Le Cl, L€ e G

» Rezolutia a fost introdusad de Blake (1937) si dezvoltats de
Davis, Putnam (1960) si Robinson (1965).

» Multe demonstratoare automate de teoreme folosesc rezolutia.
Limbajul PROLOG este bazat pe rezolutie.
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Rezolutia

ime finit3 de clauze.

Definitia 1.44

O derivare prin rezolutie din S sau o S-derivare prin rezolutie este
o secventd C1, Gy, ..., C, de clauze a.i. pentru fiecare
i €{1,...,n}, una din urm3toarele conditii este satisficuta:

(i) C; este o clauzd din S;

(ii) existad j,k < i a.i. C; este rezolvent al clauzelor C;, Cy.

Definitia 1.45

Fie C o clauza. O derivare prin rezolutie a lui C din S este o
S-derivare prin rezolutie C1, G, ..., C, al. C,=C.
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Rezolutia

Exemplu
Fie
S = {{_‘V17 V2}7 {_'V27 V3, V4}7 {V1}7 {V3}7 {_'V4}}-

O derivare prin rezolutie a clauzei vide [ din S este urmatoarea:

G = {—|V4} G es
G = {—|V2,—|V3,V4} GeS
G = {-w, v} C3 rezolvent al clauzelor Gy, G
G = {V3} G eS8
G = {~w} Cs rezolvent al clauzelor C3, Gy
CG = {—|V1, V2} GeS
G = {-w} (7 rezolvent al clauzelor Gs, G
G = {vl} GgesS
G = 0O Co rezolvent al clauzelor C7, Cg.

Rezolutia

Teorema 1.47 (Teorema de corectitudine a rezolutiei)

Dac3 [ se deriveaza prin rezolutie din S, atunci S este
nesatisfiabila.

Dem.: Fie Ci, (,, ..., C, = [ o S-derivare prin rezolutie a lui [.
Presupunem ca S este satisfiabild si fie e F S.
Demonstram prin inductie dupd i ca:

pentru orice 1 < i <n, eE (.

Pentru i = n, obtinem c3 e F [J, ceea ce este o contradictie.
Cazul / = 1 este evident, deoarece C; € S.
Presupunem ca e F C; pentru orice j < i. Avem doud cazuri:
> C; eS8. Atunci e F C;.
> existd j,k <i af C € Res(C;, Cy). Deoarece, conform
ipotezei de inductie, e F {C;, Cx} aplicim Propozitia 1.46
pentru a conclude ca e E C;.

Rezolutia

Notdm Res(S) := U¢, ¢,es Res(Cr, G2).

-
Propozitia 1.46

Pentru orice orice evaluare e : V — {0,1},
eEFS = eF Res(S).

Dem.: Dacd Res(S) = (), atunci este validg, deci e F Res(S).

Presupunem c3 Res(S) este nevidd si fie R € Res(S). Atunci

exista clauze C;, G € Ssiunliteral L al. L€ G, L€ € Gsi

R=(G\{L})U(C\{L}). Avem doud cazuri:

» ek L. Atunci e # L. Deoarece e F (5, exista U € G, U # L€
al. e U. Deoarece U € R, obtinem cd e F R.

» e L. Deoarece ek Gy, exista U € G, U# L al ek U.
Deoarece U € R, obtinem ca e F R. ]
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Algoritmul Davis-Putnam (DP)

multime finitd nevidd de clauze netriviale.

Pi.1 Fie x; o variabild care apare in S;. Definim

771 ::{CGS,"X,'E C}, 7-10 ::{CGS,"—'X,'G C}.
Pi.2 if (T # 0 si 7° # 0) then

U = {(G\ D U(G\{~x})IGeT' GeT
else U; := 0.
Pi.3 Definim

1 = (S\(TPuThH)uu;
S,'+1 = S,{_H\{C S S,{_H ’ C trivialé}.

Pi.4 if S;11 = 0 then S este satisfiabil3.
else if [ € Sj;1 then S este nesatisfiabila.
else {/ := i+ 1; go to Pi.1}.
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Algoritmul Davis-Putnam (DP)

S= {{Vla

PL1 x3:=vg; T = {{vo,~vi,v3}}; T2 := {{v1, ~v3}}.
P1.2 Ul = {{Vg, -V, Vl}}.

P1.3 Sé = {{Vg, Vl}, {Vg, -V, Vl}}; 82 = {{VQ, Vl}}.
P1.4 J:=2 and go to P2.1.

P21 xp:=wvy; Tl i= {{w,v}}; T2 := 0.
p2.2 Uz = @

P2.3 83 = @

P2.4 S este satisfiabila.

bAvo,vit, {wo, v, v3}} ii=1, 51 :=S.

Algoritmul DP - terminare

Propozitia 1.48

Fie n:=|Var(S)|. Atunci algoritmul DP se termina dupa cel mult

n pasi.
Dem.: Se observa imediat c3 pentru orice i/,

Var(8;+1) - Var(S;) \ {X,'} g Var(S,-).

Prin urmare, n = |Var(S1)| > |Var(S2)| > |Var(S3)| > ... > 0.

Fie N < n numarul de pasi dupa care se termina DP. Atunci
8N+1 =(Psaule 5N+1-

O
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Algoritmul Davis-Putnam (DP)

{{_‘VllaV2‘as_‘V4}7{_‘V3:_‘V2}7{V17V3}7{V1}7{V3}7{V4}}'
v T = (v, b () T = o, v, —vad)
P12 Uy = {{vz,vo,va}, {v2,va}}.

P13 Sy := {{-w3, w2}, {vs},{va}, {v3, 2, 7va}, {v2, 7v4} }.
P14 J:=2and go to P2.1.

P2.1. xp:=wvy; T3 = {{vs,v2, "va}, {v2, "va} }; TR := {{~v3,~wva}}.
P22 U = {{vs,~va, vz}, {—-va, v3}}.

P23 Sz :={{ws},{wa},{~wa,v3}}.

P2.4 j:=3 and go to P3.1.

P31 x3:=w3; T3 = {{vs}}; TP := {{~vs, w3} }.

P3.2. Us :={{-w}}. P3.3  Si:={{wa},{—~wa}}.
P3.4 j:=4 and go to P4.1.

P4l x4:= vy T = {{wa}}; T = {{-w}}.
P42 U, = {0} P43 Ss:={O}).
P4.4 S nu este satisfiabila.
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Algoritmul DP - corectitudine si completitudine

Propozitia 1.49
Pentru orice i < N,

Siy1 este satisfiabili <= S; este satisfiabila.
Dem.: Exercitiu suplimentar.
Teorema 1.50

Algoritmul DP este corect si complet, adica,

S este nesatisfiabila ddaca O € Syy1.
Dem.: Aplicam Propozitia 1.49. Obtinem ca S = &; este
nesatisfiabila ddac3 Sy, 1 este nesatisfiabild ddaca O € Sp41.
L]
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SINTAXA LP

[ -teoreme

ime de formule. Definitia -teoremelor este un nou

exemplu de"@®&finitie inductiva.

Definitia 1.51

[-teoremele sunt formulele lui LP definite astfel:

(TO) Orice axiom3 este I-teoremd.

(T1) Orice formuld din T este -teoremd.

(T2) Daca ¢ si ¢ — 1 sunt [-teoreme, atunci 1 este I-teorema.

(T3) Numai formulele obtinute aplicind regulile (T0), (T1), (T2)
sunt [ -teoreme.

Daca ¢ este [-teoremad, atunci spunem si ca ¢ este dedusa din
ipotezele I.
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Sistemul deductiv

Folo un sistem deductiv de tip Hilbert pentru LP.

Axiomele logice

Multimea Axm a axiomelor lui LP consta din toate formulele de
forma:

(A1) ¢ = (¥ = )
(A2) (¢ = (v = x)) = (¢ = ¥) = (¢ = X))
(A3) (= — =) = (¢ — 1),

unde ¢, 1 si x sunt formule.

Regula de deductie

Pentru orice formule ¢, 1,

din ¢ si ¢ — © se inferd ¢ (modus ponens sau (MP)):

@, o=
w 78
[ -teoreme
Notatii
Thm(I') := multimea I'-teoremelor Thm = Thm(0)
M=o & este [-teorem3 Fo = 0k

MN=A < [ F ¢ pentru orice p € A.

Definitia 1.52
O formuld ¢ se numeste teorema a lui LP daca - .

Reformuldm conditiile (T0), (T1), (T2) folosind notatia f:
Propozitia 1.53
(i) dacd ¢ este axiomd, atunci I F ¢;
(ii) dacd p €T, atunci T + ;
(i) daca T+ @ silT @ — 1, atunci T + .
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[ -teoreme

-teoremelor d3 nastere la metoda de demonstratie prin
a [-teoreme.
Versiunea 1

Fie P o proprietate a formulelor. Demonstram c3 orice -teorema
satisface P astfel:

(i) Demonstram ca orice axiomd are proprietatea P.

(ii) Demonstrdm c3 orice formuld din I are proprietatea P.

(iii) Demonstram c3 dacd ¢ si ¢ — 1) au proprietatea P, atunci ¢

are proprietatea P.

Versiunea 2

Fie ¥ o multime de formule. Demonstrdm ca Thm(I') C X astfel:
(i) Demonstram c3 orice axiomd este in .

(ii)) Demonstram c3 orice formuld din I este in ¥.

(iii) Demonstram cd dacd ¢ € X si ¢ — 1p € ¥, atunci ¢ € L.

['-demonstratii

Definitia 1.55

O I-demonstratie (demonstratie din ipotezele I') este o secventd
de formule 01, ..., 0, a.i. pentru fiecare i € {1,...,n}, una din
urmatoarele conditii este satisfacuta:

(i) 0; este axiomd;
(fi) 0;erl;
(iii) existd k,j < i a.l. 0, = 9_,‘ — 0;.

O D-demonstratie se va numi simplu demonstratie.

Lema 1.56

Daca 0., ..., 0, este o [ -demonstratie, atunci

[+ 0; pentruoricei € {1,...,n}.
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[ -teoreme

Propozitia 1.54
Fie ', A multimi de formule.
(i) Dacd T C A, atunci Thm(I') C Thm(A), adica, pentru orice
formula o,
=@ implica A+ .
(i) Thm C Thm(T), adica, pentru orice formuld ¢,
F @ implica T = .
(iii) Dacd T+ A, atunci Thm(A) C Thm(T), adica, pentru orice
formula o,
AF @ implical .
(iv) Thm(Thm(I')) = Thm(T'), adica, pentru orice formuld ¢,
Thm(M) F ¢ ddaca T F .
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['-demonstratii

Definitia 1.57

Fie ¢ o formuld. O ['-demonstratie a lui @ sau demonstratie a lui ¢
din ipotezele [ este o I'-demonstratie 01, ..., 0, a.i. 0, = . In
acest caz, n se numeste lungimea I'-demonstratiei.

Propozitia 1.58

Fie I o multime de formule si ¢ o formuld. Atuncil - ¢ ddaca
exista o [ -demonstratie a lui .
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Proprietati sintactice e

Propozitia 1.60

Propozitia 1.59 Pentru orice formuld ¢, F o — .
Dem.. V7

(1) Fle=((e—=0)—=¢) = (e—(0—=0) = (0 —0)
(A2) (cu p, ¥ =@ — ¢, x =) si Propozitia 1.53.(i)
Dem.: "< Fie £ CT, X finitd ai. X+ . Aplicand 2) koo ((v—0)— )

Propozitia 1.54.(i) obtinem ca I - . o : . .
"=" Presupunem ca I - ¢. Conform Propozitiei 1.58, ¢ are o ) (@0 > =9 = ) 51 Plreprentifi 108
l-demonstratie 61, ..., 6, = . Fie B) Flp—=(p—=9))—=(p— )

(1), (2) si Propozitia 1.53.(iii). Scriem de obicei (MP): (1), (2)

Pentru orice multime de formule I si orice formula ¢,

I+ ¢ ddacd existi o submultime finitd X a lui T a.l. £+ .

Y:=In{0...,0,}. (4) Fo—(p— o)

Atunci X este finita, X C [ si 61, ..., 0, = p este o (A]_) (cu Y, Y= 90) si Propozitia ]_53(|)
> -demonstratie a lui ¢, deci X F . O
(5) Fe—vp
(MP): (3), (4) 0,
Teorema deductiei Cateva consecinte

Propozitia 1.62
Pentru orice formule p, 1, x,

Teorema 1.61 (Teorema deductiei) (o) (=) — (0= ) (35)

Dem.: Folosind teorema deductiei observam ca

Fiel' C Form si ¢,v € Form. Atunci

FU{p} b ddaci T+ — .

. : (e =) = (¥ = x) = (¢ = X))
Dem.: Exercitiu suplimentar. 0

Teorema deductiei este un instrument foarte util pentru a ardta ca o= 9@ =x) = (¢ —x)

o formul3 e teorema. T
{o—= 1,9 = xFHeo —x

0

{e=v,9 = x, 0} Fx.

87 88



Cateva consecinte

In acest reformulat ceea ce aveam de demonstrat. A
demonstra teorema initiald este echivalent cu a demonstra

{o—= 9,9 = x0}Fx

1) {e—=v, =00 Propozitia 1.53.(ii)
2) {p—=v,v—>x, 0o} Fp—1 Propozitia 1.53.(ii)
B) {e=v.v—=xetty (MP): (1), (2)

(4) {o—= ¢, = x, 0} F1 — x Propozitia 1.53.(ii)
() {e=v,v=x0etkx (MP): (3), (4). O

Cateva consecinte

Propozitia 1.64
Pentru orice formule p,, x,
Fle—=@W—=x)—= W= (v—X)

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 1.65

Pentru orice multime de formule I si orice formule p,, X,
FrU{-v}ik-(p—¢) = TEY.

Dem.: Exercitiu.

Cateva consecinte

Propozitia 1.63

Pentru orice multime de formule I si orice formule v, 1, X,

Dem
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

r-p—=v siTHFY—=-x = I'Fp—x.

MFp =Y ipoteza
FrE(e—=v) = (v = x) = (¢ —x)) P.1.62si P.1.54.(ii)
M@ —=x) = (@@—=x (MP): (1), (2)
M=y —x ipoteza

NEp—x (MP): (3), (4). [

Cateva consecinte

Propozitia 1.66

Pentru orice formule p, 1,

(36)

Dem.:
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{¥, v} F oo (37)
Foh = (Y — ) (38)
Fo = (Y — ) (39)
Foop = (40)
F o= g (41)
Eo(p =) = (Y = o) (42)
¥~} F (¥ —=9) (43)
(o= —p) = o (44)
F (e =)= (45)

Exercitiu.
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Cateva consecinte Cateva consecinte

Propozitia 1.67

Pentru orice multime de formule I si orice formule p, ), Propozitia 1.68

Fru{vitoe si TU{Y}tFe = Tto Pentru orice formule ¢, 1,

Dem.: {eny}t F o (46)
1) Tu{yY}ke ipoteza
2 TFyYy—o Teorema deductiei lend} - 2 (47)
(3) TU{-¥}roe ipotez {o. 0} F oAy (48)
4 TE = Teorema deductiei {e, 0} F x ddacd {poA9}Ex (49)
(5) T =)= (—p— ) (42)si P.1.54(ii) oA e YA (50)
(6) TF g (MP): (2), (5) 5
(7) Thk—p—op (6), (4) si P. 1.63 Dem.: Exercitiu.
(8) THE(p—=¢)—o (45) si P.1.54.(ii)
(9) Tke (MP): (7). (8).

Corectitudine

Teorema 1.69 (Teorema de corectitudine (Soundness
Theorem))

Orice teoremd este tautologie:

SINTAXA si SEMANTICA Fe = Ry

pentru orice ¢ € Form.
Dem.: Fie
> := multimea tuturor tautologiilor lui LP.

Trebuie sa demonstram ca Thm C . O facem prin inductie dupa
teoreme.
> Axiomele sunt in X (exercitiu).
» Demonstram acum c3 X este Tnchisa la modus ponens.
Presupunem ca ¢, — ¥ € ¥, adica, F ¢ si F ¢ — 1, deci
F oA (p — ). Aplicdm (2) pentru a obtine c3 1, adic3,
Y e L. ]
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Sintaxa si semantica

— {0,1} o evaluare si v € V o variabila.

Definim
. v dacd e(v) =1
-v  dacd e(v) =0.

Asadar, et (v€) = 1.
Pentru orice multime W = {xi,...,xx} de variabile, notam

We={ve|veW}={x,x5,....,xc}

Pentru orice a € {0, 1}, definim evaluarea e,,,, : V — {0,1} prin

evrsa(x) = {e(x) dacd x # v

a daca x = v.

Sintaxa si semantica

» o =1 = x. Atunci Var(y) = Var(¢) U Var(x), deci
Var(1)°, Var(x)° C Var(g)°.

Daci et (¢p — x) =0, atunci e™(¢)) = 1si eT(x) = 0. Avem

Var(y)¢ F ¢
Var(x)€ F —x

ipoteza de inductie pentru

ipoteza de inductie pentru x

Var(p)® - {¢, =x} Var(1)¢, Var(x)¢ C Var(p)® si P. 1.54.(i)

{,=x} F =(¥» = x) (43) din Propozitia 1.66
Var(p)¢ F =(p — x) Propozitia 1.54.(iv).
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Sintaxa si semantica

Propozitia 1.70
Fie e : V — {0,1} o evaluare. Pentru orice formuld ¢,
(i) Dacs et (p) =1, atunci Var(p)® .
(i) Dacs et (p) =0, atunci Var(p)® + .
Dem.: Prin inductie dupa formule. Avem urm3toarele cazuri:
» o = v. Atunci Var(p)® = {ve¢} si et (v) = e(v).
Dacd e(v) = 1, atunci v€ = v, deci, {v¢} F v.
Daci e(v) = 0, atunci v€ = —v, deci, {v¢} F —v.

» o = —p. Atunci Var(yp) = Var(v), deci Var(p)€ = Var(¢)®.
Dac3 et (¢) = 1, atunci et (1)) = 0, deci, conform ipotezei de
inductie pentru v, Var(y)¢ - —), adicd, Var(p)®F .

Dac3 et (¢) = 0, atunci et (1)) = 1, deci, conform ipotezei de
inductie pentru v, Var(¢)¢ 1), adica, Var(p)® F 1.
Deoarece - ¢p — == ((41) din Propozitia 1.66), putem
aplica (MP) pentru a obtine Var(p)¢ - == = —¢.
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Sintaxa si semantica

ipoteza de inductie pentru
Var(y)¢ F = — (v — x) (38) din P. 1.66 si P. 1.54.(ii)
Var($)® - ¢ — x (MP)

Var(p)¢ Y — x Var(1)¢ C Var(p)¢ si P. 1.54.(i).

In al doilea caz, obtinem

Var(x)€ F x ipoteza de inductie pentru x
Var(x)¢+x — (¥ — x) (A1) si Propozitia 1.53.(i)

Var(x)e - v — x (MP)

Var(p)e F ¢ — x Var(x)€ C Var(p)€ si P. 1.54.(i). [

Demonstratia propozitiei anterioare ne da o constructie efectiva a
unei demonstratii a lui ¢ sau —¢ din premizele Var(p)©.
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Teorema de completitudine

Teorema 1.71 (Teorema de completitudine)

Pentru orice formulad ¢,

Fe ddaca F .

Dem.: "=" Se aplica Teorema de corectitudine 1.69.
"<" Fie ¢ o tautologie si Var(p) = {x1,...,x,}. Demonstrdm
prin inductie dupa k urmatoarea proprietate:

(*)  pentru orice k < n, pentru orice e : V — {0, 1},

{xf,...,xS_ tH .

Pentru k = n, (*) ne d3 F ¢.
k=0. Fiee: V — {0,1}. Deoarece ¢ este tautologie, et (p) = 1.
Aplicand Propozitia 1.70, obtinem ca

Var(e)® = {x{,...,x5} F .

Consecinta utild

Propozitia 1.72
Fie T U{¢,¥} C Form. Presupunem cd ¢ ~ 1. Atunci

N-¢ <<= TF.

Dem.: Observam ca
g~ = FoodsiEyp =
Propozitia 1.16
— Fep-o>yYsitFyY—op
Teorema de completitudine.

"=" Presupunem ca I - ¢. Deoarece - ¢ — 1, rezulta din
Propozitia 1.54.(ii) ca I = ¢ — 1. Aplicam acum (MP) pentru a
obtine ca I - .

"<" Similar. O
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Teorema de completitudine

1. Presupunem c3 (*) este adevaratd pentru k si fie
1}. Trebuie sd ardtdam ca {x{,...,x5_, 1} F ¢.
Considera aluarea €' := e, ie(x, 4)- Asadar, €'(v) = e(v)
pentru orice v # x,_k Si

0 daca e(xp—k) =1
e/(Xn—k) — 3 ( n k)
1 daci e(xp—x) = 0.
Rezulty ci x£' = x¢ pentru orice i € {1,...,n— k — 1} si

e = {—lx,,_k dacd x;_, = Xp—x
—

Xn—k dacd x7_, = ~Xp_k.
Din (*) pentru e si €, obtinem
@ @ H e @
{X5, s Xp— 1y Xn—k t E @ SI {XT, .oy Xp_j_1, " Xn—k } I .

Aplicam acum Propozitia 1.67 cu ' := {x{,...,x5_, _;}si
Y := Xp—k pentru a conclude cd {x{,...,x°_, ;} F . O
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Multimi de formule - semantica

Definitia 1.73

» O evaluare e : V — {0,1} este model al lui T dacd este model
al fiecarei formule din T (adicd e F ~ pentru orice v € T).
Notatie: e ET.

» [ este satisfiabild dacd are un model.

» Daca I nu este satisfiabila, spunem si ca [ este nesatisfiabila
sau contradictorie.

Notatii: Multimea tuturor modelelor lui ' se noteaza Mod(I').

> Mod(T) = (,er Mod(s).
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Multimi de formule - semantica

ultimi de formule.

Definitia 1.74

O formuld ¢ este consecinta semantica a lui I’ daca
Mod(T') C Mod(p). Notatie: T F .

Dacad ¢ nu este consecinta semantica a lui ', scriem [ i .
Notdm cu Cn(I') multimea consecintelor semantice ale lui I'.

Asadar,
Cn(TN) ={p € Form | T E y}.

Definitia 1.75

» A este consecintd semanticd a lui T dacd Mod(I") C Mod(A).
Notatie: T E A.

» [ si A sunt (logic) echivalente dacd Mod(T') = Mod(A).
Notatie: T ~ A.

Multimi de formule

Propozitia 1.77

Fie I o multime de formule. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) T este nesatistfiabila.

(ii) T E ¢ pentru orice formuld .

(iii) T E ¢ pentru orice formuld nesatisfiabild .

(iv) TE L.

Dem.: Exercitiu usor.
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Multimi de formule - semantica

rezultate colecteaza diverse proprietati utile.

Observatie
> i F ¢ ddacd {¢} F ¢ ddacd {¢} E {p}.
> ¢~ ddacd {9} ~ {p}.

Propozitia 1.76
» Mod(0) = Fun(V,{0,1}), adicd orice evaluare e : V — {0,1}
este model al multimii vide. In particular, multimea vid3 este
satisfiabila.
» Cn(() este multimea tuturor tautologiilor, adicd ¢ este
tautologie ddacd () E .
Dem.: Exercitiu usor.
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Notatii

Fie I o multime de formule si ¢ o formula.

Notatii
/¢ & ¢ nueste [-teorema
7k & nu este teorema
7 ¢ & @ nu este consecintd semantica a lui I
730 & nu este tautologie.
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Multimi consistente

Definitia 1.78
Fie I o multime de formule.
» [ este consistentd daca existd o formula ¢ astfel incat I t/ ¢.

P [ este inconsistentd dacd nu este consistenta, adica, I - ¢
pentru orice formula .

Observatie
Fie ', A multimi de formule ai. I C A.
> Daca A este consistenta, atunci si [ este consistenta.

» Daca I este inconsistenta, atunci si A este inconsistenta.

Multimi consistente

Propozitia 1.80

Pentru o multime de formule I sunt echivalente:
(i) T este inconsistenta.

(ii) Pentru orice formuld ¢, T ) si T = ).

(iii) Exist o formuld ¢ a.f. TH sil F .

(iv) TH L.

Dem.: Exercitiu suplimentar.

Multimi consistente

Propozitia 1.79
(i) O este consistents.

(ii) Multimea teoremelor este consistentd.

Dem.:

(i) Daca = L, atunci, conform Teoremei de corectitudine 1.69, ar
rezulta c3 F L, o contradictie. Asadar I/ L, deci () este
consistenta.

(ii) Aplicdnd Propozitia 1.54.(iv) pentru I = (), obtinem c3
Thm = Thm(Thm), adic3, pentru orice ¢,

F ¢ ddaca ThmtF .

Din (i) rezultd cd Thm este consistenta. O

Teorema de completitudine tare

Teorema 1.81 (Teorema de completitudine tare - versiunea 1)
Pentru orice multime de formule T,

[ este consistentd <= [ este satisfiabils.

Teorema 1.82 (Teorema de completitudine tare - versiunea 2)

Pentru orice multime de formule I si orice formula ¢,

N <= TFEop.

Observatie

Se poate arata ca cele doud versiuni sunt echivalente.
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LOGICA DE ORDINUL INTAI

Limbaje de ordinul |

Fie limbaj de ordinul I.

e Multimea Sim, a simbolurilor lui £ este
Simg =V U{-—,(),=YJURUFUC

e Elementele lui R U F UC se numesc simboluri ne-logice.
e Elementele lui V U {—,—,(,),=,VY} se numesc simboluri logice.

o Notam variabilele cu x, y, z, v, ..., simbolurile de relatii cu
P,Q,R..., simbolurile de functii cu f, g, h,... si simbolurile de
constante cu ¢, d, e, .. ..

e Pentru orice m € N* notam:
Fm = multimea simbolurilor de functii de aritate m;

Rm = multimea simbolurilor de relatii de aritate m.
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Limbaje de ordinul |

Definitia 2.1

Un limbaj L de ordinul | este format din:
» o multime numarabili V = {v, | n € N} de variabile;
» conectorii = si —;
» paranteze: (, ),

simbolul de egalitate =;

cuantificatorul universal ¥;

o multime 'R de simboluri de relatii;

o multime F de simboluri de functii;

o multime C de simboluri de constante;

o functie aritate ari : F U R — N*.

L este unic determinat de cvadruplul 7 := (R, F,C, ari).

T se numeste signatura lui £ sau vocabularul lui £ sau
alfabetul lui £ sau tipul de similaritate al lui £ P

vVVy VvV VVYyVvVYVYY

Limbaje de ordinul |

Definitia 2.2

Multimea Expr. a expresiilor lui L este multimea tuturor sirurilor
finite de simboluri ale lui L.

> Expresia vidd se noteaza .

» Lungimea unei expresii 6 este numarul simbolurilor din 6.

Definitia 2.3
Fie 6 = 6p01 ...0,_1 o expresie a lui L, unde 0; € Sim; pentru
orice .
» Daca 0 </ <)< k—1, atunci expresia 0; .. .0; se numeste
(i,j)-subexpresia lui 0;
» Spunem c3 o expresie ) apare in 6 dac3d existd
0<i<j<k—1 ai v este(i,j)-subexpresia lui ;

Notdm cu Var(#) multimea variabilelor care apar in 6.
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Termeni

Definitia 2.4

Termenii lui L sunt expresiile definite astfel:
(TO) Orice variabild este termen.
(T1) Orice simbol de constantd este termen.

(T2) Daca m e N*, f € F, si t1,...,tm sunt termeni, atunci
fti ...ty este termen.

(T3) Numai expresiile obtinute aplicand regulile (T0), (T1), (T2)
sunt termeni.

» Multimea termenilor se noteaza Term,.

» Termeni: t,s, t1,tr,51,5,-- ..

Definitia 2.5
Un termen t se numeste inchis dacd Var(t) = (.

Termeni

Citire unica (Unique readability)

Daca t este un termen, atunci exact una din urmatoarele
alternative are loc:

> t=v,unde v eV,
» t=c, unde c € C;

> t=1ft;...tm, unde me N*, f € F,, sity,...,ty sunt
termeni ai lui L.

Mai mult, scrierea lui t sub una din aceste forme este unica.

» demonstratii tehnice: Monk, Mathematical Logic, Springer,
1976

Termeni

Definitie alternativd

Multimea Term, a termenilor lui L este intersectia tuturor
multimilor de expresii I care satisfac urmatoarele proprietati:

P orice variabila este element al lui I;
» orice simbol de constant3 este element al lui I";
» dacameN* fe F,sity,...,tmel, atunci ft; ... t, €T.
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Termeni

Propozitia 2.6 (Principiul inductiei pe termeni)
Fie ' o multime de termeni care are urmatoarele proprietati:
» [ contine variabilele si simbolurile de constante;
> dacameN*, feF,sity,...,tm €T, atunci fty ...ty €T.

Atunci T = Termg.

Inductia pe termeni este folosita pentru a demonstra c3 toti
termenii au o proprietate P: definim I ca fiind multimea tuturor
termenilor care satisfac P si aplicam inductia pe termeni pentru a
obtine ca [ = Term,.
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Termeni Formule

Propozitia 2.7 (Principiul recursiei pe termeni)
Fie D o multime si functiile
Definitia 2.8

Go: VUC =D, Formulele atomice ale lui L sunt expresiile de forma:

. m m H *
Gr : D™ x Term — D pentru orice m € N*, f € Fp,. > (s = t), unde s, t sunt termeni;

Atunci existd o unic§ functie » (Rty...tm), undem e N*, R€ Ry, si t1,..., ty sunt termeni.

F: Term; — D Notatie

] . . Multimea formulelor atomice se noteaza AtomicForm.
care satisface urmatoarele proprietati:

(i) F(t) = Go(t) pentru oricet € V UC.

(i) F(ftr...tm) = Ge(F(t1), F(t2),..., F(tm), t1,...,tm) pentru
orice m e N*, f € Fo, si t1,...,tm sunt termeni ai lui L.
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Formule Formule

Definitia 2.9
Formulele lui L sunt expresiile definite astfel:
(FO) Orice formuld atomic este formuls. Definitie alternativd

(F1) Dacd o este formuls, atunci (—y) este formuli. Multimea Form, a formulelor lui £ este intersectia tuturor

(F2) Daca o si o sunt formule, atunci (o — ) este formuls multimilor de expresii [ care satisfac urmatoarele proprietati:

< . . . . » orice formuld atomic3 este element al lui [;
(F3) Daca ¢ este formuld, atunci (Vxp) este formuld pentru orice ! . ! u

variabils x. » [ este inchis3 la -, adicd ¢ € I implicd (—p) €T;
(F4) Numai expresiile obtinute aplicand regulile (F0), (F1), (F2), > [ este inchisd la —, adicd ¢, € T implics (¢ — ) € T;
(F3) sunt formule. » [ este inchisd la Vx (pentru orice variabild x), adicd p € T

implicd (Vx¢) € I' pentru orice variabild x.
Notatii

» Multimea formulelor se noteaza Form,.

» Formule: ¢, v, x,....



Formule

Citire unica (Unique readability)

Daca ¢ este o formuld, atunci exact una din urmatoarele
alternative are loc:

» ¢ = (s =1t), unde s, t sunt termeni;

» o =(Rty...tm), unde me N*, R€ Ry, si t1,...,ty sunt
termeni;

» ¢ = (—), unde ¥ este formuls;
» © = (¢ — x), unde 1, x sunt formule;
» ¢ = (Vx1)), unde x este variabild si 1) este formulg.

Mai mult, scrierea lui ¢ sub una din aceste forme este unica.

» demonstratii tehnice: Monk, Mathematical Logic, Springer,
1976

Formule

Propozitia 2.11 (Principiul recursiei pe formule)

Fie D o multime si functiile
G.:D x Formy — D, G, :D?x Form% — D,
Go : AtomicFormy — D, Gy : D x V x Formy; — D.

Atunci exista o unica functie
F:Form; — D
care satisface urmdatoarele proprietati:
(i) F(p) = Go(p) pentru orice formuld atomica .
(if) F((—¢)) = G-(F(¢), ) pentru orice formuld .

(iii) F((¢ — ) = G (F(¢), F(v), ¢,1) pentru orice formule
P,

(iv) F((Yxp)) = Gy(F(p), x, ) pentru orice formuld ¢ si orice
variabila x.

Formule

Propozitia 2.10 (Principiul inductiei pe formule)

Fie I o multime de formule care are urmatoarele proprietati:
» [ contine toate formulele atomice;
» [ este inchisd la =, — si Vx (pentru orice variabild x).

Atunci I = Formg.

Este folosita pentru a demonstra c3 toate formulele satisfac o
proprietate P: definim [ ca fiind multimea tuturor formulelor care
satisfac P si aplicam inductia pe formule pentru a obtine ca

= Formg.

126

Formule

Conectori derivati

Conectorii V, A, <> si cuantificatorul existential 3 sunt introdusi
prin urmatoarele abrevieri:

eV = ((mp) =)

eNY = (e = (7))
et = (p=P)A Y =)
Ixy = (=Vx(—gp)).
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Formule Formule

Notatii Tn practica, renuntam la parantezele exterioare, le punem numai
Fie v1,92,...,¢n formule. Pentru n > 3, notam atunci cand sunt necesare. Astfel, scriem s = t, Rty ... tm, Vxp,
-, @ — 1. Pe de altd parte, scriem (¢ — ¥) — x.
P1A Ao =(( (1 AP2) AP3) A Apn-1) A @
o1V... Vo =((.-(p1V©)VE3)V...Vpn1) Ve Pentru a reduce din folosirea parantezelor, presupunem
urmatoarele:

n
S » Cuantificatorii V, 3 au precedentd mai mare decat ceilalti
> A ...\ @, se maiscrie si A7_; ©; sau ;. i ' :
1 o A Niza @i :—/\1 vi conectori. Asadar, Vxp — 1) este (Vxp) — 1 si nu
n V(i — ).
> o1V ...V, se maiscrie si \/]_; @i sau \/ ©j- » — are precedentd mai mare decit —, A\, V, <.

i=1 > A,V au precedenta mai mare decat —, <.
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Formule L-structuri

Definitia 2.12

» Scriem uneori f(t1,...,tm) inlocde fty ...ty si R(t1,...,tm) O L-structura este un cvadruplu

nlocde Rty ...tnm.
. . " Lo A= (A,FARA Y
» Simbolurile de functii sau relatii de aritate 1 se numesc unare.

» Simbolurile de functii sau relatii de aritate 2 se numesc binare. unde
» Daca f este un simbol de functie binara scriem t;ft; In loc de > A este o multime nevida;

ftits. > FA={fA|f c F} este o multime de operatii pe A; dacd f
P> Analog, daca R este un simbol de relatie binara, scriem t; Rt are aritatea m, atunci fA : A™ — A:

in loc de Rt; t). > RA={RA| R c R} este o multime de relatii pe A; daci R

are aritatea m, atunci RA cC A™;
> CA={cAcAlcecC}.

A se numeste universul structurii A. Notatie: A = |A|

Vom identifica un limbaj £ cu multimea simbolurilor sale
non-logice si vom scrie £ = (R, F,C).

v

» fA (respectiv R, c*) se numeste denotatia sau interpretarea
lui f (respectiv R, c) in A.
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Exemple - Limbajul egalitatii L£L_

L-=(R,F,C), unde
R=F=C=0.

L_-structurile sunt multimile nevide.
Acest limbaj este potrivit doar pentru a exprima proprietati ale
egalitatii

Exemple de formule:

e egalitatea este simetrica:
VxVy(x =y — y = x)

e universul are cel putin trei elemente:

Sdy3z(~(x = y) Ay = 2) A=(z = x))

Exemplu - Limbajul cu un simbol de relatie binar

Lr=(R,F,C), unde
» R = {R}; R simbol binar;
> F=C=0.

L r-structurile sunt multimile nevide Tmpreuna cu o relatie binara.

» Dacd suntem interesati de multimi partial ordonate (A, <),
folosim simbolul < in loc de R si notdam limbajul cu L<.

» Daci suntem interesati de multimi strict ordonate (A, <),
folosim simbolul < n loc de R si notdm limbajul cu L.

» Dacd suntem interesati de grafuri G = (V, E), folosim
simbolul E in loc de R si notam limbajul cu Lgar.

» Daci suntem interesati de structuri (A, €), folosim simbolul €
n loc de R si notam limbajul cu L.
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Exemple - Limbajul aritmeticii L,,

Lo = (R,F,C), unde
» R = {<}, < este simbol de relatie binar, adic3 are aritatea 2;
» F ={+,x%,S}; +, % sunt simboluri de operatii binare si S
este simbol de operatie unar (adic3 are aritatea 1);
> C = {0}.
Scriem L., = (<; +, %, 5;0) sau L., = (<, +, %, S,0).

Exemplul natural de £,,-structura:
N = (N7 <+, Sa 0)5
unde S : N — N, 5(m) = m+ 1 este functia succesor. Prin urmare,

Nee, Vg N= Nos M=o

Y

e Alt exemplu de L,-structurs: A = ({0,1}, <,V,A,~,1).
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Exemple - Limbajul grupurilor L,

Le = (R,F,C), unde

> R =0
> F= {>i<,;1 }; % simbol binar, =1 simbol unar;
> C = {é}.

Scriem Lg, = (0;%,71;€) sau Lg = (+,71, é).

Exemple naturale de Lg,-structuri sunt grupurile: G = (G,-,7 1, e).

. . 19 _ .
Prin urmare, 9 = ., 17 =-1 &9 — ¢,

Pentru a discuta despre grupuri abeliene (comutative), este
traditional s3 se foloseascd limbajul Laper = (R, F,C), unde

> R =10
» F = {+,~}; + simbol binar, — simbol unar;
> C = {0}.

Scriem Laper = (+, —,0).
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Semantica

Fie £ imbaj de ordinul Tntéi si A o L-structura.

Definitia 2.13

O interpretare sau evaluare a (variabilelor) lui L in A este o functie
SEMANTICA e: VA

In continuare, e : V — A este o interpretare a lui £ in A.

Definitia 2.14 (Interpretarea termenilor)

Prin recursie pe termeni se defineste interpretarea tA(e) c€Aa
termenului t sub evaluarea e:

> daci t = x € V, atunci t*(e) := e(x);
> daci t = c € C, atunci tA(e) := c*;
> daci t = fty...tm, atunci t(e) == FA(t\(e), ..., t7A(e)).
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Exemplu Semantica

m limbajul de ordinul | £,, = (<; 4+, %, 5;0) si
N=(N,<,+,-5,0). _ _
e formule se defineste interpretarea

v (e) € {0,1}

a formulei ¢ sub evaluarea e.

Fiex,y e Vcux#ysi
t = SxxSSy = x(Sx, SSy).

S5 se calculeze tV(e), unde e : V — N este o evaluare ce verific3
e(x)=3sie(y)="7.

1 daci sA(e) = t*(e
Dem.: Pentru orice interpretare e : V — N, avem (s = t)A(e) { 0 altfel. (€)=t
Vo) = KNSV (), ($51)V(e)) = ($0V(e) - ($5)V(e)

= SV(N(e) - SM((Sy)V () = S(e(x)) - S(SV (¥ (e)))
= 5(e(x)) - 5(5(e(y)))-

Prin urmare, dacd e(x) = 3 si e(y) = 7, atunci

tN(e) = S(3) - S(S(7)) = 4- 9 = 36.

aci (ti{(e),...,tA(e A
(Rty ... tm)(e) = {(1) :Itfel.(tl( ),-.,th(e)) €R
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Semantica

Negatia si implicatia
> (~p)(e) =1 —¢A(e);
> (p = ¥)A(e) = p™(e) = ¢ (e), unde,

pla|p—q
0(01
—:{0,1} x {0,1} » {0,1}, 0|11
1/0]0
11111

Prin urmare,
> (—p)i(e) =1 < ph(e) =0.

y (=) =1 <« ¢A(e)=0sauyi(e) =1

= pi(e) <9(e).

Semantica

Fie -structurd si e : V. — A o interpretare a lui £ in A.

Definitia 2.15
Fie ¢ o formuld. Spunem ca:
> e satisface o in A dacd p”(e) = 1.
Notatie: AFE ¢[e]
> e nu satisface p in A dacd ¢*(e) = 0.
Notatie: A ¢[e]
> (A, e) este model al lui ¢ dacd A FE ple].

Definitia 2.16
Fie ¢ o formula. Spunem ca:
» ¢ este satisfiabila dacd are un model.

» © este nesatisfiabild sau contradictorie daca ¢ nu este
satisfiabila.

Semantica

Notatie
Pentru orice variabila x € V si orice a € A, definim o noua
interpretare ey, : V — A prin

[ e(v) dacd v #x
exalV) = { a daci v = x.

Interpretarea formulelor

1 dac3 goA(eXHa) =1 pentru orice a € A

(vxe)i(e) = {o altfel,
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Semantica

Corolar 2.17
Pentru orice formule o, si orice variabild x,

() AF (~g)le] <= A olel.

(i) AE (¢ — ¥)e] < AFE yle] implicd AE yle]

= A ple] sau AFE [e].

(iii) AE (Vxp)le] <= pentru orice a € A, AF ¢[exsal.
(iv) AF (Vxp)le] <= existiac A a.i. AF plexsal.
Dem.: Exercitiu usor.
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Semantica Semantica

Propozitia 2.18 Propoziia 2.19
Pentru orice formule ¢, si orice variabild x, Pentru orice formule 1) si orice variabila x,
; A —_ A A
(i) (Vv ¢)A(e) = %OA(e) \ ¢A(e)- (i) AE (o AP)[e] <= AE gle] si Ak vle].
(1) (o ny)(e) = o7(e) Ap7e). (i) AE (o V9)[e] = AF ple] sau AF y[el.
(iii) (p > ¥)7(e) = 7 (e) & ¥7(e). (iii) AE (¢ & ¥)[e] <= AE gle] ddacs Ak ¢[e].
(iv) (Gxp)A(e) = {1 dacd existi a € A a.i. p*(esa) =1 (iv) AE (3xp)[e] < existiac A al AF plewsa).
0 altfel. (v) A¥ (3xyp)[e] <= pentru orice a € A, A plexal-
V,A, ¢ {0,1} x {0,1} — {0,1}, Dem.: Exercitiu usor. Ardtam, de exemplu, (iv).
Pl q|PVgq Plqg|PAg Plg|pPg AE (3xp)le] <— AE (-Vx—p)le] < A (Vx—p)e]
0(0|0 0(0]|0 0(0]|1 - A
< existaac A al AH(-p)|lexsa
011 0|10 0|10 o i AF (o)l
1 () 1 1 () () 1 () () < exista a € /z\ a.l. v‘ir F: (%) [f?;<k_;£;].
111 1111 1111
Semantica Semantica
Fie ¢ uld a lui L.
Definitia 2.21
Propozitia 2.20 Spunem cd es.te adevdratd intr-o L-structurd A dacd pentru
orice evaluare e : V — A,
Pentru orice n > 2 si orice formule ¢1,. .., pp,
> AE(p1 A .. ANpp)le] ddacd AF pile] pentru orice AE ple].
i€{l,...,n}. Spunem si cd A satisface ¢ sau cd A este un model al lui ¢.
> AE(e1V...Vn)le] ddacd existiie€ {1,...,n} a.f Notatie: AE o

AF pile].
Definitia 2.22

Spunem ca ¢ este formuld universal adevarata sau (logic) validd
dacd pentru orice L-structurd A,

AE p.

Dem.: Exercitiu.

Notatie: F ¢
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Semantica

Fie formule ale lui L.

Definitia 2.23

@ si v sunt logic echivalente dacd pentru orice L-structurd A si
orice evaluare e : V — A,

AE ple] <= AE¢[e].
Notatie: ¢ H

Definitia 2.24

1 este consecinta semantica a lui ¢ dacd pentru orice L-structurd
A si orice evaluare e : V — A,

AEple] = AEY[e].
Notatie: ¢ F

Observatie
(i) o E ¢ ddacs E ¢ — 1.
(i) pHY ddacs (Y F ¢ si p ) ddack F 1 < o.

Exemple

Fie L,-structura N = (N, <, +,-,5,0). S3 se arate c3 N E ¢.

Dem.: Pentru orice interpretare e : V — N, avem

NE¢le] — (nu este adevarat c3 e(x)(NS'N(e(y))>

sau e(x)(Ne(y) sau e(x) = e(y)
<= (nu este adevirat ci e(x) < S(e(y)))
sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y)
<= (nu este adevirat ci e(x) < e(y) + 1)
sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y)
<~ e(x)>e(y)+1sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y),

ceea ce este adevdrat. Prin urmare, N F ¢[e] pentru orice
e:V =N, adica N F .
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Exemple

m limbajul de ordinul | £,, = (<; 4+, %, S;0) si
(x<y Vx =y) = <(x,5y) = (<(x,y) Vx = y).

Pentru orice L,,-structurd A = (A, <A, —i—A, >'<A, SA, OA), si orice
interpretare e : V — A, avem

AE ple] <= AH(<(x,Sy))e] sau AE (<(x,y) Vx=y)[e]
= (e(x), $4(e(y)) ¢ <* sau
AE (<(x,y))[e] sau AE (x = y)[e€]
= (e(x), 5 e(y) ¢ <*
sau (e(x), e(y)) € <% sau e(x) = e(y)
= (nu este adevdrat c3 e(x)(AS'A(e(y))>

sau e(x)<"e(y) sau e(x) = e(y).

Exemple

Fie La-structura R = (R, <,+,-,5,0), unde
S:R—R, S(x)=x+1.
S3 se arate ca R F .

Dem.: Pentru orice interpretare e : V — R, avem
RE ple] — <nu este adevidrat c3 e(x)(RSR(e(y))>
sau e(x)<™e(y) sau e(x) = e(y)
<= (nu este adevdrat c3 e(x) < S(e(y)))
sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y)
<= (nu este adevarat c3 e(x) < e(y) +1)
sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y)
<= e(x) > e(y)+ 1sau e(x) < e(y) sau e(x) = e(y).

Fiee: V=R al e(x)=1,5si e(y) =1,4. Atunci R ¥ ¢[e].
Prin urmare, R # .
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Semantica

Propozitia 2.25
Pentru orice termeni s, t, u,
(i) Et=t;
(i) Es=t—>t=s;
(i) Es=tANt=u—s=u.
Dem.: Exercitiu usor. Ardtam, de exemplu, (iii). Notdm, pentru

simplitate,
p=Ss=tANt=u—s=u.
Fie A o L-structurd si e : V — A. Trebuie s3 ardtdm c3 A E ¢|e].
Obtinem
AE ple] <= AE (s=tAt=u)le] implicd AFE (s = u)[e]
< (AE(s=t)[e] si AFE (t = u)[e]) implicd A E (s = u)[e]
= (s(e) = tA(e) si t'(e) = u™(e)) implicd s*(e) = u™(e),

ceea ce este evident.

Semantica

(53):
AE (Vx(p AY))[e] < pentruorice a€ A, AE (0 AY)[exsal
<= pentru orice a € A, AF ¢[exsa] si AF Y]exsa]
< (pentru orice a € A, AF pleca))
si (pentru oriceac A AF 1/)[ex._,a])

— AFE (Vxp)le] si AE (Vxy)[e]
< AFE (Vxp AVx)[e].

(52), (54): Exercitiu. O
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Semantica

Propozitia 2.26

Pentru orice formule o, 1) si orice variabile x, y,

-Ixe H Vx—p (51)
—“Vxp H Ix—p (52)
Vx(e A1) H Vxp AVxy (53)
Ix(p V) B IxeVIxy (54)
Dem.: Fie A o L-structurda sie: V — A.
(51):
AE(3xp)le]l = AF (3xp)le]
<= pentru orice a € A, AF plexsa]
<= pentruorice a€ A, AF (—¢)[exal
—  AFE (Vx—p)[e].

Semantica

Propozitia 2.27

Pentru orice formule o, 1 si orice variabile x, y,

VxoVV¥xy) E Vx(e V) (55)
Ix(eAY) E Ixp AIxy (56)
Vx(o = ) E Vxp — Vxy (57)
Vx(p — ) F Ixp — Ixyp (58)
Vxp E 3dxe (59)

¢ F Ixp (60)

Vxp E ¢ (61)

Dem.: Exercitiu. Demonstram (57) ca exemplu. Fie A o
L-structura sie: V — A.
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Echivalente si consecinte logice

)lex—sa] <= pentru orice a € A,
Alesa) =1 —

(*)  pentru orice a € A, o (exsa) < VA (exsa).
Similar obtinem c3 A F (Vxp — Vxv)[e] <—
(**)  (¥xp)*(e) < (¥xpp)(e).
Presupunem (*) si trebuie s3 demonstram (**).

Dac3 (Vxp)“(e) = 0, (**) este evident.
Presupunem, asadar, c3 (Vx¢)“(e) = 1, adics

(***)  pentru orice b € A, o (exsp) = 1.
Ne rimane de aritat c3 (Vxi))(e) = 1, adic3
pentru orice ¢ € A, YA (exsc) = 1.

Fie c € A. Din (*), avem ¢ o (exsc) < ¥ (exsc), iar din (¥*%),
c3 p(ewsc) = 1. Rezultd cd YA(exse) = 1. O

Semantica

Propozitia 2.29

Pentru orice formule , 1 si orice variabile distincte x, y,

VxVye H VyVxp (62)
IxJyp H JyIxe (63)
dyVxe E Vxdyp (64)

Dem.: Exercitiu. Demonstram (64) ca exemplu. Fie A o
L-structurd sie: V — A. Avem ca

AFE (JyVxp)le] <<=  exista be A ai AFE (Vxy)[eyss)
<= exista b € A a.l. pentru orice a € A,

AFE [(e}’Hb)xn—w}‘

Semantica

Notatii 2.28

Fie A o L-structura si e : V — A. Pentru orice variabile distincte
X,y si orice elemente a, b € A, avem c3

(eyn—>b)x,_>a = (ext—>a)y,_>b .

Notam valoarea comuna e, 5 sp. Prin urmare,

e(v) dacdv#xsiv#y

Exisa,y—b - V — A, ex»—>a,y»—>b(V) =44 dacd v =x

b dacav=y.

Semantica

Deci, A E (JyVxyp)le] <= (*), unde

(*)

exista b€ A al. pentruorice a€ A, AF ¢eqsaysb]-

Obtinem similar cd A F (Vx3yyp)[e] < (**), unde

(**)

pentru orice a € Aexistd c € A al. AF ¢lexsayiscl.

(*) = (**) Fie b a.i. (*) are loc. Pentru orice a € A ludm ¢ := b.
Atunci (**) are loc.

O
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Semantica

Sa se dea exemplu de limbaj £ de ordinul | si de formula ¢ a lui £
astfel Tncat Vx3dyp  dyVxp, unde x si y sunt variabile distincte.

Dem.: Considerim L., = (<, 4, %, S,0), Lar-structura
N=(N,<,+,-,5,0)si e: V — N o evaluare arbitrars.
Fie

= x<y.
Atunci

N E (VxJyp)[le] <= pentru orice n € N existi me N a.l
NE 2 [ex»—>n,y»—>m]
<= pentruorice n € Nexista me N al n<m,

ceea ce este adevarat (se ia, de pildd, m:= n+1). Asadar,

N E (Vx3yp)[e].

Semantica

Definitia 2.30

Fie A o L-structurd si e : V. — A o interpretare a lui L in A.
Spunem c3 (A, e) este model al lui T dac3 (A, e) este model al
fiecarei formule din T', adica

A E ~[e] pentru orice v € T.

Definitia 2.31
» [ este satisfiabild dacd are un model.

» [ este nesatisfiabild sau contradictorie dacd I nu este
satisfiabila.

Semantica

S3 se dea exemplu de limbaj £ de ordinul | si de formuld ¢ a lui £
astfel Tncat Vx3dyp F JyVxp.

Dem.: (continuare) Pe de alt3 parte,

N E (3yVxp)le] <= existd me N ali pentru orice n € N
avem N E ¢ [exsn,ysm)
<= exista me N al pentruorice ne N
avem n < m,

ceea ce este fals. Asadar,

N # (Jyvxp)[e].
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Semantica

Definitia 2.32

Fie ¢ o formuld. Spunem ¢ este consecinta semantica a lui I dacd
pentru orice L-structurda A si orice evaluare e : V — A,

(A, e) model al luiT = (A, e) model al lui ¢.
Notatie: T F ¢

Definitia 2.33

Fie A o multime de formule. Spunem ca A este consecintd
semantica a lui I daca

' E @ pentru orice p € A.

Notatie: T E A
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Semanticd

Lema 2.34

(i) Ey <= 0EY;

(if) Dacal C A si T E, atunci A E 1.
(iii) Dacd T E A si AF 1, atunci T E 1.

Dem.: Exercitiu usor.

Tautologii

Definitia 2.37

O formul3 ¢ este tautologie dacd F(yp) = 1 pentru orice
L-evaluare de adevar F.
Notatie: Fiaur

Exemple de tautologii: p — (¢ — ), (¢ = ¥) < (= = —p)
Propozitia 2.38

Orice tautologie este valida.

Dem.: Fie A o L-structurd si e : V — A o evaluare. Deoarece ¢
este tautologie si Ve 4 este L-evaluare de adevar, rezultd cad
() = Veu(p) =1, adicd AF pe]. O

Exemplu

x = x este valid3, dar nu este tautologie.
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Tautologii

de tautologie si consecinta semantica din logica
I3 se pot aplica si unui limbaj de ordinul intai. Intuitiv,

v on

te o formuld "adevarata” numai pe baza
interpretarilor conectorilor -, —.

Definitia 2.35

O L-evaluare de adevar este o functie F : Formy — {0,1} cu
urmatoarele proprietati: pentru orice formule ¢, ),

> F(—p) ==F(p);
> Flp =) = F(p) = F().

Propozitia 2.36
Pentru orice L-structurd A si orice evaluare e : V — A, functia

Ve : Forme —{0,1}, Ve a(p) = ¢™(e)
este o L-evaluare de adevar.

Tautologii

Definitia 2.39

1 este consecinta tautologica a lui @ daca pentru orice L-evaluare
de adevar F,

Fle)=1 — F@)=1.
Notatl.e.' (%) ':taut ’l,b
Definitia 2.40

Doua formule ¢ si 1 sunt tautologic echivalente daca
F(¢) = F(v) pentru orice L-evaluare de adevir F.
Notatie.' 02 ':'taut ”lp

Observatie
(I) 2 ':taut 1/) ddaC5 ':taut @ — TP
(ii) 2 Htaut @D ddaca (¢ Ftaut 2 si 2 Ftaut ¢) ddaca Feaut w Q.
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Tautologii

Definitia 2.41

O formuld ¢ este consecinta tautologica a unei multimi de formule
[" daca pentru orice L-evaluare de adevar F,

F(v) =1 pentruoricey eI = F(p)=1.
NOtatle r ':taut (P

Propozitia 2.42

Daca ¢ este consecinta tautologica a lui ', atunci I F .
Dem.: Fie (A, e) un model al lui . Atunci v*(e) = 1, deci
Ve, 4(7) = 1 pentru orice v € I'. Deoarece ¢ este consecintd

tautologicd a lui T, rezults c§ Ve a(p) = 1, deci p*(e) = 1, adic¥
AE ¢[e]. O

Variabile legate si libere

Notatie: ) := multimea variabilelor libere ale lui ¢.

Definitie alternativd

Multimea FV/(¢) a variabilelor libere ale unei formule ¢ poate fi
definita si prin inductie pe formule:

FV () = Var(p), dacd ¢ este formuld atomics;
FV(=¢) = FV(o);

FV(e =) = FV(p)UFV(y);

FV(vxp) = FV(p)\{x}.

Notatie: @(x1,...,x,) dacd FV(p) C {x1,...,Xn}.
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Variabile legate si libere

Definitia 2.43
Fie ¢ = pop1...on—1 0 formuld a lui L si x o variabila.

» Spunem ca variabila x apare legata pe pozitia k in ¢ daca
x=@rsiexista0 < i< k<j<n—1 al ¢;...p; este de
forma Vxv cu 1) formula.

» Spunem ca x apare liberd pe pozitia k in ¢ dacd x = py, dar
X nu apare legata pe pozitia k in .

» x este variabila legatd (bounded variable) a lui ¢ dacd existd
un k a.i. x apare legata pe pozitia k Tn .

» x este variabila libera (free variable) a lui ¢ dacd existd un k
a.l. x apare libera pe pozitia k in .

Exemplu

Fie ¢ = Vx(x = y) — x = z. Variabile libere: x,y,z. Variabile
legate: x.
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Interpretarea termenilor

Propozitia 2.44

Pentru orice L-structurd A si orice interpretdri e1, e : V — A,
pentru orice termen t,

dacid e1(v) = ex(v) pentru orice variabild v € Var(t), atunci
tA(e1) = t(e).

Dem.: Exercitiu.
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Interpretarea formulelor

Propozitia 2.45

Pentru orice L-structurd A, orice interpretdri e;,ex 1 V — A,
pentru orice formuld ¢,

dacd e1(v) = ex(v) pentru orice variabild v € FV(p), atunci
AE glel] <= AFE ple].

Dem.: Aplicim inductia pe formule. Avem urmatoarele cazuri:
e p=1 = b.
Atunci Var(t1) € FV(p), Var(tz) € FV(p), deci putem aplica
Propozitia 2.44 pentru a obtine c3
ti'(e) = tf'(e2) si t3'(er) = t5'(e2).

Rezultd c3d

AFgla] <= tf(e) = () <= ti(e) = 5'(e»)

— AFE ¢ley].

Interpretarea formulelor

* p=1v K.
Deoarece FV/(v), FV(x) € FV(p), putem aplica ipoteza de
inductie pentru a obtine ca

AEYle] <= AFE Y[er] si AFE x[e1] <= AF x[e2].
Rezulta ca

AE plel] <— AFYle] sau AE x[ei]
— AF Y[er] sau A F x[er]
— AE ¢le].
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Interpretarea formulelor

ot

;) C FV(p) pentru orice i = 1,..., m si aplicam din
a 2.44 pentru a obtine ca

tA(e1) = t#(e2) pentru orice i = 1,..., m.

o
Atunci
nou Propo

Rezultd ca
AE 30[61] — (tfl(el)a"-vtné(el)) € RA
= (tf(e),...,th(e)) € R = AF ¢ley.
[ ) SD = _|¢
Deoarece FV(¢) = FV(p), putem aplica ipoteza de inductie
pentru a obtine c3

AEJle] =  AFY[e]

Rezulta ca
AFE plel] <= AFY[e] <= AF Yler] <= AF pler].
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Interpretarea formulelor

e2(v) pentru orice v € FV(p) = FV(¢) \ {x}.
Rezultd ca pentru orice a € A,
€1xsa(V) = €xa(v) pentru orice v € FV(v).

Prin urmare, putem aplica ipoteza de inductie pentru interpretarile
€lxs2, €255 PENtru a obtine ca

pentru orice a € A, AE Y[e1,.] <= AF Y]ersal-
Rezult3d ca
AE pler]] <= pentruorice a € A, AF Yle1x szl

<= pentru orice a € A, A E ¢Y[e2,2]
— AFE ¢le].
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Echivalente si consecinte logice

Propozitia 2.46

Pentru orice formuld ¢ si orice variabild x ¢ FV (),

o H dxp (65)
o H Vxp (66)
Dem.: Fie A o L-structurd sie: V — A.
(65):

AE (Ixp)le] < existd a€ A al. AFE plex,a] < existd
ac A al. AF g[e] (aplicand Propozitia 2.45) <= AF y|e].

(66): Exercitiu. O

Echivalente si consecinte logice

Demonstram (67) ca exemplu. Fie A o L-structurd sie: V — A.

AE (Vx(o A))[e] <= pentru orice a € A, AE (p A)[exsal
<= pentru orice a € A, AF ¢lexa] 5i AF Y[exsa] <= pentru
orice a € A, AE ple] si AFE ¢[exa] (aplicAnd Propozitia 2.45)
<= AF ple] si pentru orice a € A, AF Ylewsas] <= AF ple]
si AF (Vxy)le] < AE (¢ AVx)[e]. O
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Echivalente si consecinte logice

Propozitia 2.47

Pentru orice formule @, 1 si orice variabild x ¢ FV (),

Vx(e A1) B o AVxip,
Vx(p V) Ho VVxy,
Ix(p A) Hp AIxy,
Ix(e VY) He Vv Ixip,

Vx(y A p) BYx) A @ (67)
Vx(v¥ Vo) BYxY V@ (68)
Ax(Y A @) HIxp A g (69)
Ix(Yp V) HIxY Ve (70)

Vx(¢ = ¥) H o = Vxyp (71)
Ix(p — Y) H e — Ixv (72)
Vx(p — ) H3Ixy — ¢ (73)
Ix(¢ — ) HYXY — ¢ (74)

Dem.: Exercitiu.

Enunturi

Definitia 2.48

O formuld ¢ se numeste enunt (sentence) dacd FV(y) = 0, adica
@ nu are variabile libere.
Notatie: Sent,:= multimea enunturilor lui L.

Propozitia 2.49
Fie ¢ un enunt. Pentru orice interpretari e;, e : V — A,
AE ple] <= AFE ¢[e]

Dem.: Este o consecinta imediata a Propozitiei 2.45 si a faptului
c3 FV(p) = 0. [

Definitia 2.50

O L-structurd A este un model al lui ¢ dacd A E o[e| pentru o
(orice) evaluare e : V. — A. Notatie: AE ¢
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Enunturi

Propozitia 2.51

Pentru orice enunturi o, 1,

(i) AE —p <— AHF .

(i) AE p = < AE ¢ implicd AE ¢
— AF psau AF .

(i) AE o AN <= AE ¢ si AE .

(iv) AE oV <= AFE p sau AF .

(v) AE p 1 < AE ¢ ddaci AE 1.

Propozitia 2.52

Pentru orice n > 2 si orice enunturi ¢1,...,¢n,

> AE o1 A...N¢, ddacd AFE ¢; pentru orice i € {1,...,n}.

> AF 1 V...V, ddacd existi i€ {1,...,n} aT AF ¢;.

Substitutia

Fie x o variabild a lui £ si u termen al lui L.

Definitia 2.54

Pentru orice termen t al lui L, definim
t«(u) = expresia obtinutd din t prin inlocuirea tuturor
aparitiilor lui x cu u.

Propozitia 2.55

Pentru orice termen t al lui L, t (u) este termen al lui L.
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Multimi de enunturi

nt al lui £ si [ o multime de enunturi.

Definitia 2.53
O L-structurd A este un model al lui T dacd A E ~ pentru orice

yerl.
Notatie: AET

[ este satisfiabild ddaca ' are un model ddac3 existd o L-structura

A al. AET

I E ¢ ddaca pentru orice L-structurd A,

AET = AE .

Substitutia

definim analog ¢y (u) ca fiind expresia obtinutd din ¢
prin Tnlocuirea tuturor aparitiilor libere ale lui x cu w.

P> De asemenea, vrem ca urmatoarele proprietati naturale ale
substitutiei sa fie adevarate:

EVxp = ox(u) si E px(u) = Ixp.
Apar Tnsa probleme.

Fie o :=Jy-(x =y) si u:=y. Atunci ox(v) = Jy—(y = y).
» Pentru orice L-structurd A cu |A| > 2, avem A F Vxo.
» ©x(u) nu este satisfiabil3.

182

184



Substitutia

Fie x riabild, u un termen si ¢ o formul3.

Definitia 2.56

Spunem c3 x este liberd pentru u in ¢ sau cd u este substituibil
pentru x in ¢ daca pentru orice variabild y care apare in u, nici o
subformula a lui ¢ de forma Yy1) nu contine aparitii libere ale lui x.

Observatie
x este libera pentru u in ¢ in oricare din urmdtoarele situatii:
> u nu contine variabile;
» ¢ nu contine variabile care apar in u;
P nici o variabila din u nu apare legata n ;
» x nu apare in g;

P> nu contine aparitii libere ale lui x.

Substitutia

Propozitia 2.59
Pentru orice termeni uy si up si orice variabild x,

(i) pentru orice termen t,

Fuip=uw — tX(ul) = tX(UQ).
(ii) pentru orice formuld ¢ a.l. x este liberd pentru uy si up in ¢,
Fur = w = (px(u1) < ox(u2)).

Propozitia 2.60
Fie ¢ o formula si x o variabila.

(i) Pentru orice termen u substituibil pentru x in ¢,

F Vxp — px(u), E ox(u) = Ixep.

(ii) EVxp — ¢, F o — dxe.
(i) Pentru orice simbol de constantd c,

F Vxp — ox(c), E ox(c) — Ixp.
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Substitutia

Fie x o il3, u termen si ¢ o formuld a.i. x este liberda pentru

uin .
Definitia 2.57
ox(u) = expresia obtinutd din ¢ prin inlocuirea tuturor

aparitiilor libere ale lui x cu u.
Spunem ca ¢y (u) este o substitutie libera.

Propozitia 2.58
ox(u) este formuld a lui L.
Notiunea de substitutie liberd evitd problemele mentionate anterior

si se comporta cum am astepta.

186

Substitutia

In general, dac3 x si y sunt variabile, ¢ si ¢,(y) nu sunt logic
echivalente: fie £, Nsie: V - N al.
e(x) =3,e(y) =5, e(z) = 4. Atunci
> N E (x<z)[e], deoarece e(x) =3 < 4 = e(2).
> Fie ¢ := (x<2)x(y) = y<z. Avem c3 N I p[e], deoarece
e(y) =5>4 = e(z2).
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Substitutia

Totusi, va
conflicte.

ilele legate pot fi substituite, cu conditia s3 se evite

Propozitia 2.61

Pentru orice formuld ¢, variabile distincte x si y astfel incat y nu
apare in @,

Ixp HIypx(y) si VxpHVyox(y).
Folosim Propozitia 2.61 astfel: dacd px(u) nu este substitutie

libera (adicd x nu este liberd pentru u in ¢), atunci inlocuim ¢ cu
o formul3 ¢’ logic echivalentd a.i. ¢/ (u) este substitutie libers.

Substitutia

Definitia 2.63

¢ este variantd a lui @ dacd este varianta yi, ..., yx-liberd a lui p
pentru anumite variabile y1, . .., k.

Propozitia 2.64

(i) Pentru orice formuld ¢, dacd ¢’ este o variantd a lui ¢, atunci
pH

(ii) Pentru orice formuld o si orice termen t, daca variabilele lui t
se afld printre y1,...,yx si @ este varianta yi, ..., yx-liberd a
lui ¢, atunci ¢/ (t) este o substitutie liberd.

Substitutia

Definitia 2.62

Pentru orice formuld ¢ si orice variabile y1, ..., yk, varianta
Vi,..., yk-liberd @' a lui o este definitd recursiv astfel:

» dacd ¢ este formuld atomica, atunci ¢ este p;
» dacd ¢ = ), atunci ¢’ este —)/';
» dacd o = — x, atunci ¢ este )’ — X/;
» daca ¢ = Vzv, atunci
Vwipl(w) dacd z € .
90/ este { wz( ) {yla 7yk}

Vzy' altfel,
unde w este prima variabild din sirul vy, v1, ..., care nu apare
in )" si nu este printre y1, ..., Y.

Forma normala prenex

Definitia 2.65

O formuld care nu contine cuantificatori se numeste liberd de
cuantificatori (" quantifier-free” ).

Definitia 2.66
O formuld ¢ este in forma normald prenex daca
p=@Qx1Qxz... Qnxn ¥,

unden €N, Q1,...,Qp € {V,3}, x1,...,x, sunt variabile si 1
este formula libera de cuantificatori. Formula 1) se numeste
matricea lui p si Qix1Qoxz ... Qnx, este prefixul lui ¢.
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Forma normalad prenex

Exemple de formule in forma normala prenex:
» Formulele libere de cuantificatori

» Formulele universale: ¢ = Vx1Vxa...Vx,, unde n € N si 1
este libera de cuantificatori

» Formulele existentiale: ¢ = dxy3xz...3dx, %, unde n € N si ¢
este libera de cuantificatori

Teorema 2.67 (Teorema de forma normald prenex)
Pentru orice formula ¢ exista o formuld ¢* in forma normala

prenex a.l. ¢ H@* si FV(p) = FV(¢*).

Dem.: Exercitiu suplimentar.

Forma normala prenex

Exemplul 2.68

Sa se gaseasca o forma normala prenex pentru
= Jy(g(y, 2) = c) A =3x(f(x) = d)

Dem.: Avem

¢ H 3Fy(gly,z) =c) AVx=(f(x) =d) aplicdam (51)
H 3y(g(y,z) = c AVx—(f(x) = d)) aplicdm (69)
H 3yvx(g(y,z) = cA(f(x) =d)) aplicim (67)

Prin urmare,
©* = JyVx(g(y,z) = c A=(f(x) = d))

este o forma normala prenex pentru .
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Forma normalad prenex

Fie £ un limbaj de ordinul Tntai care contine

» doua simboluri de relatii unare R, S si doua simboluri de
relatii binare P, Q;

» un simbol de functie unara f si un simbol de functie binarad g;
» doua simboluri de constante ¢, d.

Fie x, y, z variabile distincte.
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Forma normalad prenex

Exemplul 2.69
Sa se gaseasca o forma normala prenex pentru
= Vy(S(y) — 3zR(z2)) AVx(VyP(x,y) — f(x) = d).

Dem.: Avem ca

¢ H Jy-(S(y) — FzR(z)) AVx(VyP(x,y) — f(x) = d) aplicam (52)
H dy—-3z(S(y) — R(z)) AVx(VyP(x,y) — f(x) = d) aplicam (72)
H Jy—-3z(S(y) = R(2)) AVx3y(P(x,y) — f(x) = d) aplicdm (74)
H JyVz=(S(y) — R(z)) AVx3y(P(x,y) = f(x) = d) aplicam (51)
H dy <Vz—|(5(y)—> R(z)) AVx3y(P(x,y)—f(x) = d)) aplicam (69)

H Ely‘v’z(—'(S(y)%R(z)) AVxJy(P(x,y)—f(x) = d)) aplicam (67)

196



Forma normalad prenex

Exemplul 2.70
Sa se gaseasca o forma normala prenex pentru
v :=Vy(S(y) = JzR(2)) ANVx(VyP(x,y) — f(x) = d).
Dem.: (continuare)
o H 3yvz (—|(5(y) — R(2)) AVx3y(P(x,y)—f(x) = d))

H EIszVX(—|(S(y)—>R(z)) A Jy(P(x,y)—f(x) = d)> aplicdm (67)

H EIszVX(—|(5(y)—>R(z)) A3Jv(P(x,v)—f(x) = d)>
aplicam Propozitia 2.61, unde v este o variabild noua

H EIy‘v’szEIv(ﬂ(S(y)%R(z)) A (P(x,v)—f(x) = d)) aplicam (69)

Deci, ¢* = IyVz¥x3v(—(S(y) = R(z)) A (P(x,v) — f(x) = d))
este o form3d normala prenex pentru .

Forma normal3 Skolem

lui ¢ un enunt universal ¢k intr-un limbaj extins £*(y):
universal, atunci ¢ = ¢ si L*(p) = L.
na din formele:

Daca ¢
Altfel, ¢ a

» ¢ = dx 1. Introducem un nou simbol de constantd c si
considerdm ! = 1 (c), L = LU {c}.
» o =Vx1...Vxk3xy (k > 1). Introducem un nou simbol de

functie f de aritate k si consideram
ol =Vxy ... Vxg Us(Fx1 ... Xxk), Ll=ru {f}.

In ambele cazuri, ¢! are cu un cuantificator existential mai putin

decat ¢.
Dac3 ¢! este enunt universal, atunci ¢°% = 1. Daci ! nu este
enunt universal, atunci form3m @2, 3, ..., pan3 ajungem la un

enunt universal si acesta este goSk.

©°k este o form3 normal3 Skolem a lui ¢.

199

Forma normal3 Skolem

este o procedura prin care se elimina cuantificatorii
existentiali enunturi de ordinul Tntai Tn forma normala prenex,
prin introducerea de noi simboluri de functii/constante, numite
simboluri de functii/constante Skolem.

Observatie
Orice enunt liber de cuantificatori este universal.

Fie £ un limbaj de ordinul Tntai si ¢ un enunt al lui £ care este n
form3d normala prenex:

= @Qx1Q2x2 ... Qnxn0,

unde n €N, Q1,...,Qn € {V,3}, x1,..., X, sunt variabile distincte
doua cate doud si 0 este formula liberd de cuantificatori.
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Forma normal3 Skolem

Exemple

» Fie 6 o formul3 liberd de cuantificatori a.l. FV(0) = {x} si
¢ = 3x 0. Atunci ¢! = 0,(c), unde c este un nou simbol de
constanta. Deoarece <p1 este un enunt liber de cuantificatori,
rezultd c3 >k = p! = 0,(c).

» Fie R un simbol de relatie de aritate 3 si
¢ = IxVyVz R(x,y, z). Atunci

¢! =z (R(x,y.2))x(c) = VyVz R(c,y, 2),
unde ¢ este un nou simbol de constant3. Deoarece ¢! este un
enunt universal, rezults c3 ¢k = ¢! = VyVz R(c,y, z).

» Fie P un simbol de relatie de aritate 2 si ¢ = Vy3z P(y, z).
Atunci ! = Vy (P(y, 2)).(f(y)) = Yy P(y, f(y)), unde f este
un simbol nou de functie unard. Deoarece ¢! este un enunt
universal, rezulty c3 >k = p! =Yy P(y, f(y)).



Forma normal3d Skolem

Exemplu
Fie £ un limbaj care contine un simbol de relatie binara R si un
simbol de functie unard f. Fie

¢ 1= Vy3zVu3dv (R(y,z) A f(u) = v).

p' = VyVudv(R(y,z) Af(u) = v):(g(y))
= VyVuav(R(y,g(y)) A f(u) = v),
unde g este un nou simbol de functie unara
¢? = VyVu(R(y,g(y)) A f(u) = v)u(h(y,u))
= VyVu(R(y,g(y)) A f(u) = h(y, u)),
unde h este un nou simbol de functie binara.

Deoarece goz este un enunt universal, rezultd c3
¢k =2 =VyVu (R(y,&(y)) A f(u) = h(y, u)).

Teorii

tru orice multime de enunturi I', notam
Mod(T):= clasa modelelor lui I'.

Notdm Mod(¢1,-..,¢n) In loc de Mod({¢1,...,¢n}).

Lema 2.72

Pentru orice multimi de enunturi I, A si orice enunt 1,
(i) TEY <= Mod(T') C Mod(v).

(i) T C A = Mod(A) C Mod(T).

(iii) T este satisfiabild <= Mod(I') # 0.

Dem.: Exercitiu usor.
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Forma normal3d Skolem

Teorema 2.71 (Teorema de forma normald Skolem)

S

Fie ¢ un enunt in form3 normals prenex si ¢°* o formd normal

Skolem a sa.
(i) E o>k — ¢, deci 0> ¢ in LK ().
(i) @ este satisfiabili ddacs o°k este satisfiabils.

Observatie

Tn general, ¢ si ¢ nu sunt logic echivalente ca enunturi n £5k(50).

Teorii

Definitia 2.73

O L-teorie este o multime T de enunturi ale lui L care este inchisa
la consecinta semantica, adica:

pentru orice enunt ¢, TEFp = e T.

Definitia 2.74

Pentru orice multime de enunturi I', teoria generatd de I este
multimea

Th(l) = {p |y esteenuntsil E p}
= {¢ | ¢ este enunt si Mod(I') C Mod(p)}.



Teorii Teorii

Propozitia 2.75

Fie T o multime de enunturi. Definitia 2.76
(i) Mod(T') = Mod(Th(T)). O teorie T este finit axiomatizabild dacd T = Th(I") pentru o
(ii) Th(T) este cea mai mica teorie T a.i. [ C T. multime de enunturi finita T.
Dem.: Exercitiu. Definitia 2.77
O clasd KC de L-structuri este axiomatizabild dacd K = Mod(T")
» O teorie prezentatd ca Th(I') se numeste teorie axiomatica pentru o multime de enunturi T'. Spunem si cd I axiomatizeaza K.
sau teorie prezentata axiomatic. [ se numeste multime de
axiome pentru Th(T). Definitia 2.78
| g Orice teorie poate f| prezentaté axiomaticl dar suntem O clasa ’C de ;C-Structuri este fl-nllt axiomatizabila dacd
interesati de multimi de axiome care satisfac anumite conditii. K = Mod(T') pentru o multime finita de enunturi T .
Exemple - Teoria egalitatii Exemple - Teoria egalitatii
Pentru orice n > 2, notdm urm3torul enunt cu 32" Notatii
Fien>1.
Ixg ... 3x, (—|(x1 =x)A(x1 =x3)A .. A (X1 = Xn)), p J<n . g0+l
pe care 1l scriem mai compact astfel: B J=n.— 3J<n A J2n
0 =3 3 (Arcijen (6 =) Propozitia 2.80

Pentru orice L-structurd A si orice n > 1,
— AE IS «— A are cel mult n elemente
Propozitia 2.79 AEIFT" &= A are exact n elemente.

Pentru orice L-structurd A si orice n > 2, .
Dem.: Exercitiu usor.

AE 32" <= A are cel putin n elemente. N
Propozitia 2.81

S SEieliy v Fie T := Th({32" | n > 1}). Atunci pentru orice L-structurd A,

Pentru uniformitate, notim 321 := Ix(x = x). AET < AE{32"|n>1} <= A este multime infinits.

Dem.: Exercitiu usor.



Exemple - Teoria grafurilor

> Lorr = (E,0,0) = (E)
» Lrar-structurile sunt A = (A, E), unde E este relatie binara.
Fie [ := {(IREFL), (SIM)}, unde
(IREFL) := Yx—E(x,x)
(SIM) = YxVy(E(x,y) — E(y,x)).

Definitie
Teoria grafurilor este T := Th(T).

» T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt grafurile.
» [ axiomatizeaza clasa grafurilor. Prin urmare, clasa grafurilor

este finit axiomatizabil3.

Exemple - Teoria ordinii totale

Fie I := {(ANTISIM), (TRANZ), (TOTAL)}, unde

(TOTAL) = VxVy(x<yV y<x)

Definitie
Teoria ordinii totale este T := Th(I').

> T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt multimile total ordonate.

> [ axiomatizeazad clasa multimilor total ordonate. Prin urmare,
clasa multimilor total ordonate este finit axiomatizabila.

Exemple - Teoria ordinii partiale

> ﬁg = (§7®7®) = (S)
> E<-%cturile sunt A = (A, <), unde < este relatie binara.

Fie I := {(REFL), (ANTISIM), ( TRANZ)}, unde

(REFL) := Vx(x<x)
(ANTISIM) = VxVy(x<y Ay<x = x=y)
(TRANZ) = VxVyVz(x<y Ay<z — x<2)

Definitie
Teoria ordinii partiale este T := Th(I').

> T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt multimile partial ordonate.

» [ axiomatizeaza clasa multimilor partial ordonate. Prin
urmare, clasa multimilor partial ordonate este finit
axiomatizabila.

Exemple - Teoria ordinii stricte

> L. = (<7®9®) = (<)
> E(“cturile sunt A = (A, <), unde < este relatie binara.

Fie I := {(IREFL), (TRANZ)}, unde
(IREFL) = Vx—(x<x)
(TRANZ) = VxVyVz(x<y A y<z — x<z)

Definitie
Teoria ordinii stricte este T := Th(I').

> T este finit axiomatizabil3.
» modelele lui T sunt multimile strict ordonate.

> [ axiomatizeaza clasa multimilor strict ordonate. Prin urmare,
clasa multimilor strict ordonate este finit axiomatizabila.



Exemple - Teoria ordinii dense Exemple - Teoria relatiilor de echivalenta

> Eé = (E7®7®) = (E)

Fie [ := {(IREFL),(TRANZ),(TOTAL), (DENS)}, unde » L_--structurile sunt A = (A, =), unde = este relatie binara.
>

(TOTAL) = VxVy(x =y Vx<yVy<x) Fie I := {(REFL),(SIM),(TRANZ)}, unde
(DENS) = VxVy(x<y — Jz(x<z A z<y)). (REFL) = Wx(x2x)
Definitie Rf/(/l\;) = VxVy(XEy'—> yz>.<) |
Teoria ordinii dense este T := Th(I'). (T ) = DWVIBEy Ay=z o x=2)
» T este finit axiomatizabila. Definitie
Teoria relatiilor de echivalentd este T := Th(I').

» modelele lui T sunt multimile dens ordonate.

» [ axiomatizeaza clasa multimilor dens ordonate. Prin urmare,
clasa multimilor dens ordonate este finit axiomatizabila.

> T este finit axiomatizabila.

» Fie IC clasa structurilor (A, =), unde = este relatie de
echivalentd pe A. Avem ca K = Mod(I'), asadar I’
axiomatizeaza K. Prin urmare, K este finit axiomatizabila.

Exemple - Teoria relatiilor de echivalenta Teorema de compacitate

e Dacj ad3ugdm axioma: Teorema 2.82 (Teorema de compacitate)

Vx3y (—(x = y) AxZy AVz(z=x = (z =xV z =y))), O multime de enunturi I este satisfiabil5 dacd si numai dacd orice
_ _ - _ . ) . submultime finitd a sa este satisfiabila.
obtinem teoria relatiilor de echivalenta cu proprietatea ca orice

clasa de echivalenta are exact doua elemente. » unul din rezultatele centrale ale logicii de ordinul intéi



Teorema de compacitate - aplicatii

Fie limbaj de ordinul intai.

Propozitia 2.83

Clasa L-structurilor finite nu este axiomatizabild, adicd nu existd o
multime de enunturi I astfel Tncat

(*)  pentru orice L-structurd A, AET <= A este finita.

Dem.: Presupunem prin reducere la absurd ca exista ' C Sen,
a.l. (*) are loc. Fie

A:=TuU{32"|n>1}.

Demonstram c3 A este satisfiabild folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finitd a lui A. Atunci

Ao CTU{3=m, ..., 32} pentru un k € N.

Fie A o L-structurd finitd a.. |A] > max{n1,...,ng}. Atunci
A 32" pentru orice i = 1,...,k si AFE T deoarece A este finit3.

Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 2.85

Clasa L-structurilor infinite este axiomatizabild, dar nu este finit
axiomatizabila.

Dem.: Notam cu Kj,r clasa L-structurilor infinite.

Conform Propozitiei 2.81, pentru orice L-structura A,

A€ Kpr <= Aesteinfiniti < AF {32" | n>1}.

Prin urmare,
Kinf = l\/lod({EIZ" | n>1})

deci e axiomatizabila.

Teorema de compacitate - aplicatii

L AETU{3Zm, .. 32}, de unde rezults c3

AE Ap. ar, Ag este satisfiabil3.

Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca
A=TuU{3="|n>1}.

are un model B.

Deoarece B E T, B este finita.

Deoarece B F {327 | n > 1}, rezult3 c3 B este infinit3.

Am obtinut o contradictie. ]

Corolar 2.84

Clasa multimilor nevide finite nu este axiomatizabila in L_.

Teorema de compacitate - aplicatii

ca ICj,r este finit axiomatizabild, deci exista

M={¢1,...

Fie ¢ := w1 A ... App. Atunci Kjr = Mod(p).
Rezulta ca pentru orice L-structura A,

,ont € Seng al. K = Mod(N).

A este finitd <= AE Ky < AFp < AFE —p.

Asadar, clasa L-structurilor finite este axiomatizabild, ceea ce
contrazice Propozitia 2.83. 1.

Corolar 2.86

Clasa multimilor infinite nu este finit axiomatizabild Tn L_.



Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 2.87

Fie I o multime de enunturi ale lui L cu proprietatea
(*) pentru orice m € N, T are un model finit de cardinal > m.

Atunci I are un model infinit.

Dem.: Fie
A:=TU{3="|n>1}.

Demonstram ca A este satisfiabild folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finitd a lui A. Atunci

Ao CTU{3=m ... 32"} pentru un k € N,
Fie m:= max{n1,...,ng}. Conform (*), I' are un model finit A
ai |Al > m. Atunci A F 32" pentru orice i = 1,. .., k, deci
AE Ao.
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca A are un model B.
Prin urmare, B este un model infinit al lui I'. ]

Schimbarea limbajelor

Definitia 2.89

Fie L = (Rz, Fr,Cpr;arig) si LT = (Rp+, Fr+,Cp+; arig+) doud
limbaje. Spunem c& L este extensie a lui L sau cd L este
sublimbaj al lui LT dacd

Re S Rev, Fr S Fre, Co CCp+

si arip este restrictia lui arip+ la Rp U Fr.

Notatie: L C LT

Definitia 2.90

Spunem c& L este o extensie prin constante a lui £ dac¥
Re=Rp+, Fr=Fr+, CrpCCp+.

Exemple

e L_ C L pentru orice limbaj £ .
o L.=(<)C(<,+,%,5) C Ly=(<,+,%,5,0)

Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 2.88

Daca un enunt o este adevarat in orice L-structurd infinita, atunci
existd m € N cu proprietatea cd ¢ este adevarat in orice
L-structurd finitd de cardinal > m.

Dem.: Presupunem c3 nu e adevarat. Fie [ := {—p}. Atunci
pentru orice m € N, I are un model finit de cardinal > m.
Aplicand Propozitia 2.87, rezultd ca I' are un model infinit A. Prin
urmare, A ¢, ceea ce contrazice ipoteza. O]

Schimbarea limbajelor

L, atunci orice termen (formul3) din £ este termen
L
Definitia 2.91

Fie L C Lt, A o L-structurs si AT o LT -structurs.
Spunem ci A este L-redusa lui A" sau c& AT este LT -extensia lui
A dac3
> Al = [AT];
» pentru orice R € Ry, RA = RA"
FA — AT -
A+

» pentru orice f € Fr,
> pentru orice c € Cp, ¢ = ¢
Notatie: A= AT | L

Exemplu
(N, <,+,-,5,0) are redusele (N, +,-), (N, 5,0), (N, <).



Schimbarea limbajelor

L1, Ao L-structurd, A=|A| si AT o LT-extensie a lui

Propozitia 2.92

Pentru orice evaluare e : V. — A, termen t al lui L si formulad ¢ a
lui L,

the) =t (e) si AE gle] <= AT E ¢le].

Corolar 2.93
Pentru orice enunt ¢ al lui L, AF ¢ < A" E .

Propozitia 2.94

Pentru orice multime de enunturi I a lui L,
(i) AET < AT ET,

(i) The(T) = Seng N The+(T).

Modele nonstandard ale aritmeticii

Teoria lui NV se defineste astfel:

Th(N) :=={p € Senz | N E ¢}.
Se poate demonstra usor cd Th(N) este o teorie.

Teorema 2.96
Existd un model non-standard al teoriei Th(/N\).

Dem.: Fie ¢ un simbol de constantd nou, £+ = LU {c} si
= ThN)U{=(A(n) =c) | ne N} C Sen.

Demonstram c3 I este satisfiabil3 folosind Teorema de
compacitate. Fie [j o submultime finitd a lui I,

o C Th(N) U {~(A(n) = ), ..., ~(A(ng) = c)}.

Modele non-standard ale aritmeticii

limbajul £ = (+, %,$,0), unde 4+, x sunt simboluri de

operatii e, S este simbol de operatie unar3 si 0 este simbol de

constanta.

Pentru orice n € N, definim prin inductie £-termenul A(n) astfel:
A(n+1) = SA(n).

Fie L-structura N' = (N, +,-,5,0). Atunci A(n)N = n pentru
orice n € N. Prin urmare, N = {A(n)" | n € N}.

Definitia 2.95

O L-structurd A se numeste non-standard daca exista a € A a.l.
a # A(n)A pentru orice n € N. Un astfel de element a se numeste
element non-standard.

Modele nonstandard ale aritmeticii

ax{ny,...,nx}. Considerdm extensia Nt a lui N la LT
+ .

l: N = ngy. Atunci N E T.

ema de compacitate, rezulta ca I are un model

At = (A +,%,5,0,c*).

definita
Aplicand

Prin urmare,
At E Th(N) si, pentru orice n € N, ¢A™ # A(n)A".

Fie L-structura
A=(A+,x,5,0),

Deoarece At & Th(N) si Th(N) C Sen,, avem c3 A E Th(N).
Cum A(n)A" = A(n)#, avem ci a # A(n)* pentru orice n € N.
Rezultd c3 a este element non-standard al lui A.

Deci, A este model non-standard al teoriei Th(N). O

a:= C'A+ € A.



Aplicatie a Teoremei de compacitate - multimi bine ordonate

Definitia 2.97

Fie A o multime nevida. O relatie de bunad ordonare pe A este o
relatie de ordine totald < pe A cu proprietatea ca orice submultime
nevidd a lui A are minim.

Spunem cad (A, <) este multime bine ordonata.

Exemple
(N, <) este bine ordonata, dar (Z, <) nu este bine ordonata.

Aplicatie a Teoremei de compacitate - multimi bine ordonate

o multime infinita bine ordonata. Definim

ap+1 = minA,
ap = min A\ {aps1},
ap—1 = min A \ {aM—l—la 3[\/[},

ap :=min A\ {am+1,am, ..., a1}
Atunci ap+1 < apy < ... < ap.
Fie AT extensia lui A = (A, <) la LT obtinut3 astfel:

A+

c{)“+ = ag,.- -, c,\“j‘,jrl = apmy1, C; arbitrar pentru n > M + 1.

Atunci AT F Ap.

Aplicatie a Teoremei de compacitate - multimi bine ordonate

Propozitia 2.98

Clasa multimilor bine ordonate nu este axiomatizabila in L.

Dem.: Fie K clasa £_-structurilor A = (A, <) a.i. (A, <) este
bine ordonata. Presupunem prin reducere la absurd ca C este
axiomatizabild, deci ca

existd ' o multime de enunturi ale lui £ a.i. K = Mod(T).

Fie LT extensia lui £ obtinutd prin addugarea simbolurilor de
constanta c,, n € N. Fie

A =T U{cpt1<cn | n € N} C Sen,+.

Demonstram c3 A este satisfiabila folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finitd a lui A. Atunci

Ay C TU{cht1<cp| nel}, unde | CN este finitd
C TU{ert1<cn | n=0,..., M} pentru un M € N.

A =T U{cpt1<cp | n € N}

are un model

Bt =(B,<,bo,bi,...,bp,...),
Bt

deci ¢, = b, pentru orice n € N.
Fie £ -structura

B=(B,<).
Deoarece BT ETsi [ C Seng<, avem ca B E . Prin urmare,
(B, <) este bine ordonata.
Deoarece BT F {cy,+1<c, | n € N} rezultd c3 b,11 < b, pentru
orice n € N. Prin urmare,

S:={b, | neN} nuare minim.

Dar S este o submultime nevida a lui B. Am obtinut o
contradictie. [



Sintaxa

Definitia 2.99
Multimea Axmg C Formp a axiomelor (logice) ale lui L consta din:

(i) toate tautologiile.
(ii) formulele de forma
t=t, s=t—=>t=s, s=tAt=u—s=u,
pentru orice termeni s, t, u.
(iii) formulele de forma
bh=wumA.. Ntm=um — ft1...tm="Fur...Un,
th=wuN.. Ntm=upn — (Rtl...tm<—> Rul...um),
pentru orice m > 1, f € F,, R € R, si orice termeni t;, u;
(i=1,...,m).
(iv) formulele de forma
ox(t) = Ixp,
unde px(t) este o substitutie liberd (J-axiomele).

Sintaxa

Fie ultime de formule ale lui L.

Definitia 2.101

[-teoremele lui L sunt formulele definite astfel:

(T0) Orice axioma logica este I-teorema.

(T'1) Orice formuld din T este I'-teoremd.

(T2) Dacad ¢ si ¢ — 1 sunt I'-teoreme, atunci 1 este [-teoremd.

(F3) Dacd ¢ — 1) este I-teorema si x ¢ FV (1), atunci 3xp — 1
este [ -teorema.

(T4) Numai formulele obtinute aplicand regulile (T0) (T'1), (T2) si
(T'3) sunt I-teoreme.

Daca ¢ este [-teoremad, atunci spunem si ca ¢ este dedusa din
ipotezele I'.

Sintaxa

Definitia 2.100

Regulile de deductie (sau inferentd) sunt urm&toarele: pentru orice
formule ¢, 1,

(i) din ¢ si p — ) se inferd 1) (modus ponens sau (MP)):
P, o=
(G

(ii) dacd x ¢ FV(v), atunci din ¢ — 1 se inferd Ixp — 1)
(3-introducerea):

o=

Er— dacd x ¢ FV(v).

Sintaxa

Notatii
[ ¢ := @ este [-teorem3 Fep i =0Fc e

Definitia 2.102
O formuld ¢ se numeste teorema (logica) a lui L dacd b .

Reformuldnd conditiile din definitia -teoremelor folosind notatia
F, obtinem

Pentru orice multime de formule I' si orice formule ¢, v, au loc
urmatoarele:
(i) Dac3 ¢ este axiomd, atunci [ . ¢;
(ii) Daca ¢ €T, atunci [ ¢ ¢;
(iii) Daca T g @ si T g o — ), atunci T 2 ).
(iv) Daca T Fr o — ¢ si x ¢ FV(v), atunci I ¢ Ixp — 1.



Sintaxa Sintaxa

Definitia 2.103

Definitia 2.104
O T-demonstratie (demonstratie din ipotezele I') a lui L este o f

Fie ¢ o formuld. O I'-demonstratie a lui ¢ sau demonstratie a lui ¢

secventa de formule 01, ..., 8, astfel incat pentru fiecare din or rd o0 0 ot e
i€{1l,...,n}, una din urmatoarele conditii este satisficutd: 9’” Ipotezele | este o | -demonstrafie U1, ..., Un astiel incat
(i) 0; este axiomd; =¥
(i/) 0;erl;
(iii) existd k,j < i astfel incat O = 0; — 0;; Propozitia 2.105
(iv) existy j < i astfel incat Fie T o multime de formule. Pentru orice formuld ¢,
0j = ¢ =1 5i0; = Ixp — 1, unde x ¢ FV(1)). [, ¢ ddacd existd o [-demonstratie a lui .
O (-demonstratie se va numi simplu demonstratie.
Sintaxa Sintaxa

Fie ultime de formule.

Teorema 2.106 (Teorema Tautologiei (Post)) Definitia 2.109 X

Fie 1, ¢1,...,n astfel incat Fie ¢ o formula cu FV () = {x1,...,%n}. Inchiderea universala a
(i) ¢ este consecintd tautologica a multimii {1, ..., ¢n}. lui ¢ este enuntul

(i) Thz o1, Tz o .. Tz on. Vo = Y V.

Atunci I . 1.
Notatii 2.110

Teorema 2.107 (Teorema Deductiei) T (0 vl
= ery.

Fie v o formuld si ¢ un enunt. Atunci
Fru{ptrcy ddaca Theep— . Propozitia 2.111

Pentru orice formuld o,

Propozitia 2.108 _ - S —
ropozifia My = [FVYp <= Wre «= Wk

Pentru orice formuld ¢ si orice variabild x,

N-¢ <<= T FVxp.



Multimi consistente

Definitia 2.112
Fie T o multime de formule. Spunem c3
(i) T este consistentd daca existad o formuld o astfel incat I t/, .

(ii) T este inconsistentd dacd nu este consistentd, adica I -, ¢
pentru orice formuld .

Propozitia 2.113

Pentru orice multime de formule I, urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) T este inconsistenta.
(ii) Pentru orice formuld ¢, T+ si T+ —).
(iii) Existd o formuld 1 astfel incdt T+ sil F —p.

APLICATIE LA SISTEME MULTIAGENT
. 4
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Teorema de completitudine

Teorema de completitudine - prima versiune

Fie ' o multime de enunturi.

[ este consistenta <= [ este satisfiabila.

Teorema de completitudine - a doua versiune

Pentru orice multime de enunturi ' si orice enunt ¢,

Fl—ﬁgp < Fizﬁgp.

> Teorema de completitudine a fost demonstrata de Godel in
1929 n teza sa de doctorat.

» Henkin a dat n teza sa de doctorat din 1947 o demonstratie

simplificata.

Intrebarea este un agent? nu are un raspuns definitiv. De-a
lungul timpului au fost propuse numeroase raspunsuri.

Definitia 2.114

Un agent este un sistem (informatic) care este situat intr-un
anumit mediu si care este capabil de actiune autonoma in acel
mediu pentru a-si indeplini obiectivele care i-au fost atribuite.

Agentul determina singur ce trebuie facut pentru a satisface
obiectivele pentru care a fost proiectat, Tn loc s3 primeasca
permanent instructiuni de la utilizatorul sau proprietarul sau.


http://www.cs.ox.ac.uk/people/michael.wooldridge/pubs/imas/

Agenti

sensors

perception

decision

action

effectors/
actuators

Figura 1: Un agent Tn mediul sau

» Figura 1 ofera o vedere abstracta a unui agent Tn mediul sau.

» Agentul primeste intrari senzoriale din mediu si produce, ca
iesire, actiuni care influenteaza acel mediu. Interactiunea este
de obicei una continua.

Acesti agenti au o anumita structura interna de date, care este
utilizatd Tn mod tipic pentru a memora informatii despre starea
mediului si despre istoricul acestuia.

Agenti

> Nota E multimea finitd a starilor mediului (environment):
E={eé e, ..}

» Se presupune cd un agent dispune de un repertoriu de posibile
actiuni disponibile:

Ac = {a,d/,a",...}

» Actiunile transforma starea mediului.

» Presupunem ca multimea Ac contine o actiune speciala null,
cu semnificatia ca nu va fi efectuata nicio actiune.

Agenti

» | multimea stdrilor interne ale agentului.

P Per este o multime nevida de percepte.
>

Definitia 2.115
Functia de perceptie see este definita astfel:
see : E — Per.

Functia see descrie capacitatea agentului de a-si observa mediul.
Rezultatul functiei see este un percept — o intrare perceptiva.
Exemplu: o camera video sau un senzor in infrarosu al unui robot
mobil.

Definitia 2.116
Functia de actiune action si functia next sunt definite astfel:

action : | — Ac, next: | x Per — I.



Agenti Agenti bazati pe logica

Abordarea bazata pe logica este abordarea clasica pentru

Comportamentul unui agent agent bazat pe stari construirea agentilor.

.4
> Agentul incepe intr-o stare internd initiala io. » O stare intern3 a unui astfel de agent este o baz3 de date
» Apoi observa starea mediului e si genereaza o perceptie format3 din formule ale logicii de ordinul Tntai.

see(e). » Baza de date a agentului ar putea contine formule precum

> starea Interna a agentului este apoi actualizata la Open(valvel), Temperature(reactorb, 32), Pressure(tank6, 28).
i1 := next(ip, see(e)). e N
» Baza de date reprezinta informatiile pe care agentul le are

» Actiunea selectatd de agent este o := action(iy). despre mediul s3u

> Agentul executd actiunea a. » Baza de date a unui agent joac3 un rol oarecum analog cu cel

» Agentul intra intr-un nou ciclu: percepe lumea prin al credintei la oameni. Unele informatii din baza de date pot fi
intermediul lui see, Tsi actualizeaza starea prin next si alege o incorecte — senzorii agentului pot fi defecti, rationamentul
actiune de executat prin action. poate fi gresit, iar informatiile pot fi Tnvechite.

> Astfel, faptul c& Open(valvel) se afla in bazd nu inseamn3d c3
valval este deschis3; ea poate fi Tnchisa.

Agenti bazati pe logica Agenti bazati pe logica

aj de ordinul intai si Form, multimea formulelor sale. » Fixdm o multime ¥ C Form, de formule ale lui £, ale c3rei

elemente se numesc formule de deductie.
» Folosim notatia DB 5 ¢ pentru DB U X F ¢.

Presupunem c3 L contine:

P un simbol de relatie unara Do;

. o : . » Ideea este ca
» un simbol de constanta c, pentru fiecare actiune o € Ac.

Pentru simplitate, scriem a in loc de ¢, . dacd DB by Do(«), atunci « este actiunea care urmeaza s3

fie executata de agent.

O baza de date este o multime de formule a lui L. » Comportamentul agentului este determinat de formulele sale

Fie D multimea tuturor bazelor de date. Deci D — 2Forme. de deductie (programul sdu) si de baza de date curenta.

>
>
» Notam cu DB, DBy, ... elementele lui D.
>

] . ) . ) Definitia Tn pseudocod a functiei action : D — Ac este prezentata
O stare interna a unui agent este o baza de date. Deci, /| = D.

n Figura 2.



Agenti bazati pe logica

function action(DB : D) returns an action Ac
begin
for each o € Ac do
if DB -y Do(«) then
return «
end-if
end-for
for each o € Ac do
if DB t/s —=Do(«) then
return «
end-if
end-for
return null
end function action

LN R WD

_ =
= O

=
Rl

Figura 2: Functia de selectie a actiunilor agentului.

Agenti bazati pe logica

P Daca insa agentul nu reuseste sa gaseascd nicio actiune care
sa fie macar consistentd, atunci returneaza actiunea speciala
null, indicand ca nu a fost selectata nicio actiune.

Agenti bazati pe logica

» in liniile 3-7, agentul ia pe rand fiecare dintre actiunile sale
posibile « si Tncearcd s3 demonstreze formula Do(«) pornind
de la baza sa de date DB (transmis3 ca parametru functiei),
folosind multimea sa ¥ de formule de deductie. Daca agentul
reuseste sa demonstreze Do(«), atunci « este returnat3 ca
actiunea care urmeaza sa fie executata.

» Dacd agentul nu reuseste sa demonstreze Do(«) pentru nicio
actiune o € Ac, atunci Tncearcd sa gaseasca o actiune care
este compatibild cu formulele de deductie si cu baza de date,
adicd una care nu este explicit interzisa.

> In liniile 8-12, agentul Tncearca s3 gdseasca o actiune a € Ac
astfel incat —Do(«) s3 nu poat3 fi derivatd din baza sa de
date folosind formulele de deductie. Daca reuseste sa
gaseasca o astfel de actiune, atunci aceasta este returnata ca
actiunea care urmeaza sa fie executata.

Exemplu: lumea aspiratorului (vacuum cleaning world)

» Avem un mic agent robotic care curdta o casa.

> Robotul este echipat cu un senzor care 1i indica daca se afla
deasupra vreunei murdarii si cu un aspirator care poate fi
folosit pentru a aspira murdaria.

» Robotul are intotdeauna o orientare bine determinata: nord,
sud, est sau vest.

» Pe langa faptul ca poate aspira murdaria, agentul se poate
deplasa Tnhainte cu un "pas” sau se poate roti cu 90 de grade
spre dreapta.

> Agentul se deplaseaza intr-o camera impartita sub forma de
grilda Tn mai multe patrate de dimensiuni egale.

> Agentul nostru nu par3dseste niciodata camera.

P Pentru simplitate, presupunem ca incdperea este o grila 3 x 3,
iar agentul Tncepe Tntotdeauna n patratul (0,0), orientat spre
nord.



Exemplu: lumea aspiratorului (vacuum cleaning world)
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Exemplu: lumea aspiratorului (vacuum cleaning world)

Folosim trei predicate simple ale domeniului:

La(i, j)
Murdar (i, j)
Orientare(d)

unde i,j € {0,

agentul se afld la (/,),
existd murdarie la (i, j),
agentul este orientat in directia d,

1,2} si d € {nord, sud, est, vest}.

Prin urmare, limbajul de ordinul intai £ contine:

» douad simboluri de relatie binara La si Murdar;

» un simbol de relatie unara Orientare;

> simbolurile de constanta nord, sud, est, vest;

» simbolurile de constanta 0, 1, 2.

Exemplu: lumea aspiratorului (vacuum cleaning world)

> Multimea Per a perceptiilor este definita astfel:
Per = {murdar, nimic},

unde murdar semnifica faptul c3 exista murdarie sub el, iar
nimic indica faptul ca nu exista nicio informatie speciala.

» Multimea Ac a actiunilor este definita astfel:

Ac = {inainte, aspir3, roteste},

unde Tnainte Tnseamnd mergi Tnainte, aspira inseamnad aspira
murd3ria, iar roteste Tnseamna roteste-te cu 90 de grade spre
dreapta.

» Scopul agentului este de a parcurge continuu camera, cautand
si indepartand murdaria.

Exemplu: lumea aspiratorului (vacuum cleaning world)

Functia next

» analizeaza informatiile perceptuale obtinute din mediu si baza
de date curent3 si genereaza o noua baza de date care include
aceste informatii.

» elimina informatiile vechi sau irelevante si, de asemenea,
Tncearca sa determine noua pozitie si orientare a agentului.

Specificam functia next in mai multe parti.

Fie old(DB) multimea informatiilor vechi dintr-o baz3 de date, pe
care dorim ca functia de actualizare next sa le elimine.

old(DB) =DB N A,
unde
A ={La(i,j) | i,j € {0,1,2}} U {Murdar(i,}) | i,j € {0,1,2}}
U { Orientare(d) | d € {nord, sud, est, vest}}.
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Exemplu: lumea aspiratorului (vacuum cleaning world)

» Avem nevoie de o functie new, care ofera multimea noilor
formule ce trebuie ad3ugate in baza de date:

new : D x Per — D.

» Aceasta trebuie sa genereze formule de tipul:

» La(...), care descrie noua pozitie a agentului;
» Orientare(...), care descrie orientarea agentului;
» Murdar(...), dacd a fost detectatd murddrie in noua pozitie.

Functia next este definita astfel:

next : DxPer — D, next(DB, p) = (DB—old(DB)) U new (DB, p)

Exemplu: lumea aspiratorului (vacuum cleaning world)

Traversarea
» Actiunea de bazad a agentului este parcurgerea mediului.

» Pentru simplitate, presupunem ca robotul se va deplasa
intotdeauna de la (0,0) la (0,1), apoi la (0,2) si dupd aceea
la (1,2), (1,1) si asa mai departe. Odata ce agentul ajunge la
(2,2), acesta trebuie s3 se intoarcd la (0,0).

» Formulele de deductie care trateaza parcurgerea pana la (0, 2)
sunt:

La(0,0) A Orientare(nord) A =Murdar(0, 0)
La(0,1) A Orientare(nord) A ~Murdar(0, 1)
La(0,2) A Orientare(nord) A =Murdar(0, 2)

La(0,2) A Orientare(est)

Do(inainte)
Do(inainte)
Do(roteste)
Do(inainte)
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» Formule similare pot fi generate cu usurintd pentru a conduce
agentul pana la (2,2) si Thapoi la (0,0).

Exemplu: lumea aspiratorului (vacuum cleaning world)

e deductie au forma generala

0— 1P, unde ¢, ¢ sunt formule ale lui £

Curatare

La(x,y) A Murdar(x,y) — Do(aspira) X, y sunt variabile

» Dacd agentul se afld in pozitia (x, y) si percepe murddrie,
atunci actiunea prescrisa va fi aspirarea murdariei.

P Aceastd actiune are prioritate fata de toate celelalte
comportamente posibile ale agentului (cum ar fi navigarea).
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