FMI, Info, Anul 1
Logica matematica si computationala

(S1.1) Sa se demonstreze ca pentru orice zg, 1, 3, 24 din {0, 1} avem:

(i) ((xo = 21) = x9) 2> 20 = 1;

Seminar 1

(11) (ZL’3 — ZE4) — ((ZL‘4 — Il) — (1'3 — I1>) =1.

Demonstratie:

(i)

(ii) Notam f(xy,x3,24) := (23 = x4) = (x4 = 1) = (23 = 71)).

Zo

X1 | g —> 21

(l’g — Z’l) — Zo

((.’L‘o — .Tl) — l’o) — o

OO = =

1

0
1
0

1

0
1
1

1

1
0
0

1

1
1
1

Ty Xz Ty | T3> Xy | T4 x| T3>y | (T4 2> 21) 2> (23— x1) | f(T1, 23, 24)
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1 1
1 0 O 1 1 1 1 1
0O 1 1 1 0 0 1 1
0O 1 O 0 1 0 0 1
0O 0 1 1 0 1 1 1
0O 0 O 1 1 1 1 1

Fie ¢, ¥ € Form.

Pentru orice e : V' — {0, 1}, notam cu e F ¢ (si spunem ca e satisface ¢ sau e este model
pentru ¢) daca et (p) = 1. Notam cu F ¢ (si spunem ca ¢ este tautologie) daca pentru
orice e : V' — {0,1} avem ca e F . Spunem ca ¢ este satisfiabila daca existae : V' — {0,1}
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cu e F ¢ si nesatisfiabila in caz contrar, cand nu exista e : V' — {0,1} cu e F ¢, i.e. pentru
orice e : V — {0,1} avem ca e ¥ ¢. Notam ¢ F 1) (si spunem ca din ¢ se deduce semantic
1 sau ca 1) este consecinta semantica a lui ¢) daca pentru orice e : V.— {0,1} cue F ¢
avem e F 1. Notam cu ¢ ~ 1 daca pentru orice e : V' — {0,1} avem e F ¢ daca si numai
daca e F 1, i.e. pentru orice e : V' — {0,1} avem et (p) = et (¢).

(S1.2) Sa se arate ca pentru orice e : V' — {0, 1} si pentru orice formule ¢, avem:

e"(p V) =et(p) Ve (¥)

Demonstratie:

e (pV ) = et (np = 1) = et (—p) = T (1) = met () = e (1) Z et () Vet ().

Pentru (*), demonstram ca pentru orice z,y € {0,1}, avem -z =y =2V y:

r Yyl |w—=>ylxVy
1 10 1 1
1 0] 0 1 1
0 1] 1 1 1
0 01 0 0

(S1.3) Sa se gaseasca cate un model pentru fiecare dintre formulele:
(i) vo — vo;

(i) vo A vz A —wy.

Demonstratie:
(i) Fie functia e : V' — {0, 1}, definita, pentru orice z € V| prin:

0, daca x = vy
e(x) :==41, dacid z =
0, altfel.

Atunci:



(ii) Fie functia e : V' — {0, 1}, definita, pentru orice € V', prin:

daca x = vy

daca © = vs

e(x) ==

daca © = vy
, altfel.

_ O = =

Atunci:

et (vo Avz A —wy) = et (vg) Aet(vg) A=et(vy)
= e(vg) A e(v3) A —e(vy)
=1A1A-0
=1A1A1
= 1.

(S1.4) Aritati ci pentru orice ¢, 1, x € Form, avem:
(i) vE(p—v);

(ii) ¢ = (b = x) ~ (e AY) = x;
(il) V(e AY) ~ ¢

)

(iv) F = = (¢ < (¥ — p)).

Demonstratie: Vom folosi in demonstratii urmatoarele: pentru orice a,b € {0, 1},

a—b=1 <= a<b,

1—=a=a, a—1=1
0—=a=1, a—0="a
1Aa=a, OAa=0,
1Va=1, OVa=a.

(i) Fiee:V — {0,1} cu et (¢) = 1. Vrem sa aratam ca et (¢ — ¢) = 1. Dar:
efp=v)=e(p) 2 () =c(p) > 1=1
(ii) Fie e:V — {0,1} o evaluare arbitrara. Trebuie sa demonstram ca
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et (¢ = (v — x) = 1 daca gl numai daca et (@ Ay — x) =1,

ceea ce este echivalent cu a arata ca et (o = (¥ — x)) = et (@ A = X).

Metoda 1: Ne folosim de urmatorul tabel:

e(p) ef(@) et ()| e —=x) | eflp—= W= x) | e (end) | efleAy = x)
1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 1 0

1 0 1 1 1 0 1

1 0 0 1 1 0 1

0 1 1 1 1 0 1

0 1 0 0 1 0 1

0 0 1 1 1 0 1

0 0 0 1 1 0 1

Metoda 2: Rationam direct. Observam ca

o= (W —=x) = et(p) = (") = e (X)),
e (enN—=x) = e(p)Aet(¥) = eF(x).

Avem cazurile:

(a) eT(¢) =0. Atunci

(@)= (W)= e (x) = 0= (e () = et(x) =1,
(@) Aet () = ef(x) = 0Ae () =2 ef(x)=0=e(x)=1.

(b) e*(¢) = 1. Atunci

e ()= (W) = et(x) = 1= (" (W)= et (X)) =" (¥) = e (%),
() Net (W) = ef(x) = 1A () = et (x) =e"(¥) = e (x).

(iii) Fie e: V — {0,1} o evaluare arbitrara. Trebuie s& demonstram ca

ef(pV(pn)=e(p), decica e (p)V(eT(p)Ae" () =e"(p).
Avem cazurile:

(a) et(¢) = 1. Atunci

() V(e (@A (@) =1V (LA (¥) =1Ve'(P) = 1.
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(b) e*(y) = 0. Atunci
e @)V (e (@) Aet (1) =0V (0AeT () =0V0 =
(iv) Fie e : V — {0,1} o evaluare arbitrara.
et (mp = (T & (b = 9))) = e (p) = (me (Y) ¢ (e (¥) = e (9))).
Avem cazurile:
(2) e () = 1. Atunci ~e*(¢) = 0 si, prin urmare,

net(p) = (met (W) & (7 (V) = e7(9))) =0 (meT (1) & (7 (¥) = e ()

(b) e*(¢) = 0. Atunci

met () = (meT(¥) € (e7 (1) = e7(9))) = =0 = (me™ (1) » (e (v) = 0))
) )
)

(S1.5) Sa se demonstreze ca, pentru orice formula ¢, ¢ este tautologie daca si numai daca
—p este nesatisfiabila.
Demonstratie:

Avem:
pentru orice e : V — {0,1}, et (p) =1

pentru orice e : V — {0,1}, =e™ () =0
pentru orice e : V. — {0,1}, et (=) =0

@ este tautologie

pentru orice e : V — {0,1}, nu avem ci et (—p) =1
nu avem ca exista e : V. — {0,1} cu et (=p) =1
nu avem ca — e satisfiabila

- nu e satisfiabila

[ A A

—p e nesatisfiabila.



