FMI, Info, Anul 1
Logica matematica si computationala

Seminar 2

(S2.1) Confirmati sau infirmati:
(i) pentru orice ¢, ¥ € Form, E ¢ A1 daca si numai daca F ¢ si F 9;
(ii) pentru orice @, ¥ € Form, £ ¢ V1) daca si numai daca F ¢ sau F 9.
Demonstratie:

(i) Este adevarat. Fie o, ¥ € Form. Avem:

FoA1Y <= pentruoricee:V — {0,1},e"(p A)) =
<= pentruorice e: V — {0,1}, e () A et (v) =
<= pentruorice e : V — {0,1},et(p) =1sie"(¢) =1
<= pentruorice e : V. — {0,1},e"(p) =1 si
pentru orice e : V — {0,1}, et (v)) =1

— FegiFY.

(ii) Nu este adevarat! Vom lua ¢ := vy si ¢ := —wy.

Luim ey : V — {0, 1} ca fiind functia constanta 0. Atunci eg (¢) = e (vg) = eo(vo) = 0.
Deci ey # . Prin urmare, F .

Luam e; : V — {0,1} ca fiind functia constanta 1. Atunci ef (¢) = ef (-vg) =
=ef (vg) = =er(vg) = =1 = 0. Deci e; ¥ . Prin urmare, F 1.

Fie acum e : V' — {0, 1} arbitrara. Atunci
e (p V) = e (v V) =" (vg) Ve (mwo) = e (vg) Ve (vg) = e(vy) V =e(vg) = 1,

deci e F ¢ V 9. Prin urmare, avem ca F ¢ V 1.



(S2.2) Sa se aduca urmatoarele formule la cele doua forme normale prin transformari sin-
tactice:

(i) ((vo = v1) Avy) = vy

(i) (v1V —wy) = (09 — v3).

Demonstratie:

(i) Avem:

((vg = v1) Avr) = vy ~ =((—ve Vur) Avy) Vg (inlocuirea implicatiei
~ (= Vur) Vg Vg (de Morgan

~ (m=wg A —wp) V —wy Vg (de Morgan

~— — ~— ~—

~ (vg A —w1) V =y V g, (reducerea dublei negatii

iar ultima formula este in FND. Mai departe, obtinem:

(vo A =01) V=1 Vg ~ ((vo V —w1) A (01 V —0y)) V g (distributivitate)
~ (vo V =01 Vug) A (—vy V =0y V ) (distributivitate)
~ (v V =) A (—v1 V vp), (idempotenta)

iar ultima formula este in FNC. De asemenea, ultima formula este echivalenta si cu:
vo V Ty,
care este gi in FND, gi in FNC.
(ii) Avem:

(v1 V —wg) = (mvg = v3) ~ =(v1 V —y) V (m—0g Vuz)  (inlocuirea implicatiilor
~ (v V 2vy) V ug V ug (reducerea dublei negatii

~ (mwp A ==wy) V v V vy (de Morgan

— — — —

~ (mvy Avyg) Vug Vs, (reducerea dublei negatii



iar ultima formula este in FND. Mai departe, obtinem:

(=01 Avg) Vg Vg~ ((—v1 Vug) A(vgVog)) Vs (distributivitate)
~ (=01 Vvg Vug) A (vg V vg Vv3), (distributivitate)

iar ultima formula este in FNC.
O]
(S2.3) Sa se aduca formula ¢ = (vg — v;) — vy la cele doud forme normale trecandu-se

prin functia booleana asociata (i.e. metoda tabelului).
Demonstratie:  Alcituim tabelul de valori al functiei asociate F, : {0,1}* — {0,1},

precum si pe cel al functiei = o F,.

To T1 To | x> X1 | Fu(xo, x1,12) = (20 = 21) = z2 | " F (20, 1, 22)
1 1 1 1 1 0
1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
1 0 0 0 1 0
0O 1 1 1 1 0
0O 1 0 1 0 1
0O 0 1 1 1 0
0O 0 O 1 0 1

Obtinem, asadar, uitandu-ne pe liniile cu 1 de pe coloana valorilor lui F, si aplicand
rationamentul din demonstratiile Teoremelor 1.30 si 1.32, ca o forma normala disjunctiva a
lui ¢ este:

(U(] N (%] A ’UQ) V (U(] N U1 A ’02) V (UO N U1 A _'UQ) V (_"Uo A U1 N U2> V (_|U0 A -1 A\ Ug),

iar uitandu-ne pe liniile cu 0 de pe coloana valorilor lui ¥, si aplicand rationamentul din
demonstratiile Teoremelor 1.31 si 1.32, obtinem ca o forma normala conjunctiva a lui ¢ este:

(_\’UQ V —U1 vV UQ) VAN (’UQ V -1 vV Ug) A\ (UU V U1 V Ug).

Alternativ, ne putem uita pe liniile cu 1 de pe coloana valorilor lui = o F,, = I, pentru a
obtine (ca mai sus) urmatoarea forma normala disjunctiva a lui —:

(UQ AR IAN _'Ug) V (_'U() A A _'UQ) V (_"UO A =1 A _'Uz),

iar, pe urma, aplicand Propozitia 1.26.(ii), obtinem ca o forma normala conjunctiva a lui
¢, si deci a lui ¢, este:

<_\U0 V U1 V ’UQ) A (UO V U1 V UQ) A (Ug V U1 V ’UQ).



(S2.4) Sa se testeze daca urmatoarele multimi de clauze sunt satisfiabile:

(1) {{—vo,v1, w3}, {02, —v1}, {vo, va}, {vo}, {va}, {vs}};
(i) {{wvo,v1}, {—v1,v2}, {—vo,ve,v3}}.

Demonstratie:

(i) Presupunem ca am avea un model e al multimii de clauze. Atunci e(vy) = e(vy) =
e(vs) = 1. Cum e satisface clauza {—wg, vy, -0}, avem ca e(v;) = 1. Dar atunci e
nu satisface clauza {—wvy, —v1}. Am obtinut o contradictie. Ramane ca multimea de
clauze din enunt, este nesatisfiabila.

(ii) Fie evaluarea e : V — {0, 1} astfel incat e(vg) = 1, e(v1) = 0, si e(v;) = 1 pentru orice
1 > 2. Atunci e satisface fiecare clauza din multime, deci este model pentru multimea
de clauze. Asadar, multimea de clauze din enunt, este satisfiabila.

[
(S2.5) Sa se determine multimea Res(C1, Cy) in fiecare dintre urmatoarele cazuri:
(i) Cy :={v1,wg,v5}; Cy i = {vy, v5,06};
(ii) Cy = {vs, 7wy, v5}; Cy := {—w3,v1, 6, V4 };
(iii) Cy = {vy, w3}; Co := {v1, ~v2}.
Demonstratie:
(i) Putem alege doar L := —wy, deci exista un singur rezolvent, anume {vy, vs, vg}.
(ii) Putem rezolva clauzele, pe rand, dupa L := vz §i L := —wy, obtinand agadar
Res(Cy, Cy) = {{—v4, v5,v1, 06, v4 }, {v3, V5, 703, 01,06} }.
(iii) Nu exista L astfel incat L € Cy si L € Cy, deci Res(Cy, Cy) = 0.
[



(S2.6) Derivati prin rezolutie clauza C' := {vg, w2, v3} din multimea

Demonstratie:

S = {{U07U4}7 {_'Ula_‘1)271)0}7{_‘”477}0;@1}; {"UO,U?,}}-

Notam:
Cy = {vo,v4}
Cy = {—wy, g, 0}
Cs = {—w4,v9,v1}
Cy = {—wo,v3}
Cs = {vo,v1}
Cs = {1, ~vg,v3}
C7 = {vg, —v9, 3}

Avem, agadar, ca secventa (Cy, Cy, ..

S.

(rezolvent al C, C3)
(rezolvent al Cy, C})
(rezolvent al Cs, Cp)

., Cg, C7 = () este o derivare prin rezolutie a lui C' din
]



