FMI, Info, Anul I

Logica matematica si computationala

Model de examen

Partea I. Probleme cu rezolvare clasica

(P1) [1 punct] Fie LP logica propozitionala, £ o multime de evaluari si
I'={y € Form | e E ¢ pentru orice e € £}.
Presupunem ca & are cel putin doua elemente. Demonstrati ca exista o formula ¢ cu pro-

prietatea ca ¢ ¢ ' gi ~p ¢ T

Demonstratie: Fie e, f doua evaluari distincte din €. Atunci exista v € V' ad. e(v) #

f(v). Avem doua cazuri:

(i) e(v) =04l f(v) =1, deci f(—w) = 0. Deoarece e ¥ v, avem ca v ¢ I'. Deoarece f & —w,
avem ca —w ¢ I

(ii) e(v) =1si f(v) = 0. Similar.

]
(P2) [1 punct] Fie LP logica propozitionala si ¢, ¥ € Form. Demonstrati sintactic ca:
FoAY < YA
Demonstratie: Avem:
(1) {Y,ptFY e Propozitia 1.68, (48)
(2) {ediFvne deoarece {, o} = {p, ¥}
3) {pAY}IEY A Propozitia 1.68, (49) si (2)
4) FoAp =D Ap Teorema deductiei: (3)
(B) FYAe =AY se demonstreaza similar
6) {eANY =V ANV AN —=>pAYIFEPAY YA Propozitia 1.68, (48)
() FleAy=vne) = (WA —=9AY) = (@AY Ayp)) Teorema deductiei: (6)
) F@Ap—=pAY) = (pAY DAY (MP): (4), (7)
9) FervoPAp (MP): (5), (8).



(P3) [1 punct] Fie £ un limbaj de ordinul intai i T' o multime de enunturi ale lui L.
Demonstrati urmatoarele:

(i) Mod(T') = Mod(Th(T)).
(ii) Th(I') este o L-teorie.
(iii) Fie T' o L-teorie a.i. I' CT. Atunci Th(I') C T.

Demonstratie:

(i) 727 Pentru orice ¢ € I', avem ca I' E ¢, deci p € Th(I'). Asadar, I' C Th(I"). Aplicam
Lema 2.34.(ii).
7C” Fie A € Mod(T') si ¢ € Th(I') arbitrar. Avem ca AFET'si ' E ¢, deci A F .
Agadar, A € Mod(Th(T)).

(ii) Demonstram ca Th(I') este o L-teorie. Pentru orice enunt ¢, avem ca

Th(I')EF ¢ <= Mod(Th(I')) C Mod(p) <= Mod(I') C Mod(p) (conform (i))
— T'Fo<= peThl).

(iii) Fie T' o L-teorie care contine I' i ¢ € Th(I'). Din Mod(I') C Mod(p) st Mod(T) C
Mod(T") rezulta ca Mod(T) C Mod(y), deci T E ¢. Deoarece T esteL-teorie, obtinem
ca ¢ € T. Asadar, Th(I') C T.

]

(P4) [1 punct] Fie £ un limbaj de ordinul intai i si I' o multime de enunturi ale lui £ cu
proprietatea ca

(*)  pentru orice m € N, I' are un model finit de cardinal > m.

Notam cu M clasa modelelor finite ale lui I'. Demonstrati ca M nu este axiomatizabila.

Demonstratie: Presupunem prin reducere la absurd ca M este axiomatizabila. Asadar,
exista A C Sen, a.l.

(**)  pentru orice L-structura A, AFA <— Aec M.



Fie

Y:=TUAU{3="|n>1}.
Demonstram ca Y este satisfiabila folosind Teorema de compacitate.
Fie ¥ o submultime finita a lui . Atunci

Yo CTUAU{F™ ... 3™} pentruun k € N,

Fie m := max{n4,...,ng}. Conform (*), I' are un model finit A a.i. |A| > m. Deoarece
A € M, avem conform (**), c& A F A. De asemenea, A F 32" pentru orice i = 1,...,k.
Prin urmare, A F TUA U {32™ ... 32"} de unde rezultd cd A F Xy. Asgadar, ¥, este
satisfiabila.

Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca > are un model B.

Deoarece B E A, avem, conform (**), ca B € M. In particular, B este finit.

Deoarece B E {32" | n > 1}, rezultd ci B este infinita.

Am obtinut o contradictie. m

Partea II. Probleme de laborator cu rezolvare clasica

(P5) [1 punct] Definiti un predicat expand_intervals/2 care, pentru o lista de perechi de
numere naturale, calculeaza lista R formata in felul urmator: Pentru orice i mai mic decat
lungimea lui L, daca (N, M) este perechea de pe pozitia i din L, atunci pe pozitia i din R,
se va afla lista tuturor numerelor mai mari sau egale ca N gi mai mici sau egale cu M.
Exemplu:

?- expand_intervals([(1, 3), (5, 56), (5, 3), (2, 6)], R).
R =[[1, 2, 3], [51, [0, [2, 3, 4, 5, 6]].

Rezolvare:

expand(N, M, [1) :- N > M.
expand(N, M, [N|Rest]) :-
N =< M,
N1 is N + 1,
expand (N1, M, Rest).

expand_intervals([], []).
expand_intervals([(N,M) |T], [L|Rest]) :-
expand(N, M, L),
expand_intervals(T, Rest).



(P6) [1 punct] Consideram in continuare reprezentarea formulelor logicii propozitionale
folosita in laboratorul 5. Scrieti un predicat assoc_and care, primind ca argument doua for-
mule Phi, Psi, este adevarat daca si numai daca Phi si Psi sunt formate doar din conjunctii
si variabile gi, in plus, Psi se poate obtine din Phi prin reasocierea parantezelor din ea (dar
pastrand ordinea in care apar variabilele in conjunctii).

Exemplu:

?- assoc_and(si(si(a, b), c), si(a, si(b, c))).

true

?- assoc_and(si(si(a, b), si(c, d)), si(a, si(b, si(c, d)))).
true

?7- assoc_and(si(a, b), si(b, a)).

false

?- assoc_and(a, a).

true

?- assoc_and(sau(a, sau(b, c)), sau(sau(a, b), c)).

false

Rezolvare:

flatten_and(si(A, B), Vars) :-
flatten_and(A, VA),
flatten_and(B, VB),
append(VA, VB, Vars).

flatten_and (X, [X]) :- atom(X).

assoc_and(Phi, Psi) :-
flatten_and(Phi, Varsl),
flatten_and(Psi, Vars2),
Varsl = Vars2.

(P7) [1 punct] Definiti un predicat dropN/3, astfel incat, pentru orice liste L, R si numar
natural N, dropN(L, R, N) este adevarat daca si numai daca R este lista care rezulta din
eliminarea ultimelor N elemente ale lui L. Predicatul va fi fals in cazul in care N este mai
mare decat lungimea lui L.

Exemplu:

?7- dropN([a, b, ¢, b]l, R, 2).

R = [a, b]
?7- dropN([a, b, c], R, 5).
false.



Rezolvare:

dropN(L, R, N) :- append(R, L1, L), length(L1l, N).

Partea III. Probleme de tip grila

(P8) [0,5 puncte; 1 raspuns corect] Fie urmatoarea multime de formule
I' = {(v; = vig1) A (Vi1 = v;) | @ > 1}

Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?
[0 A: T" are exact 2 modele.

X B: I' are exact 4 modele.

O C: Mod(I' U{v1}) € Mod(T' U {wo}).

(1 D: T" are o infinitate de modele.

OE : T'U{—-v; — vy} este nesatisfiabila.

Demonstratie:

Observam ca pentru orice evaluare e, avem ca

<= e € Mod(I')
<= pentruorice i > 1, e"(v; <> vi41) =1
<= pentru orice i > 1, e(v;) = e(v;41)

<= pentru orice i > 1,e(v;) = 0 sau pentru orice i > 1,e(v;) =1

Agadar, modelele lui I' sunt exact evaluarile eq, e1, e9,e3 : V' — {0, 1} definite prin

pentru orice i € N, eq(v;)

( 0
pentru orice i € N, e(v;) =1
ea(vg) = 0 si pentru orice ¢ > 1, eg(v;) =1

es(vg) = 1 si pentru orice ¢ > 1, e3(v;) = 0.

Deci B este adevarata, iar A, D sunt false.
C: Avem ca ey definit mai sus este model pentru I' U {v; }, dar nu si pentru I' U {vg }.
E: e; este model pentru I' U {—v; — vy }. O

(P9) [0,5 puncte; 1 raspuns corect] Pentru orice multime de formule propozitionale I' C
Form, definim I' = {—¢ | ¢ € I'}. Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata pentru
orice I' C Form nevida?



[J A: Pentru orice evaluare e, avem ca e € Mod(I') daca si numai daca e € Mod(T').
[ B: Daca I' este nesatisfiabila, atunci I este satisfiabila.
0 C: Mod(T) # Mod(T).

OD: T OE este nesatisfiabila.
X E: I'UT este nesatisfiabila.

Demonstratie:

Contraexemplul I' = {vg, ~vp} arata ca A, B, C, D sunt false.

E: Presupunem ca exista e € Mod(I'UT'). Deoarece I' este nevida, putem alege ¢ € I'. Vom

avea ca - € I', de unde obtinem ca e*(¢) = e™(—p) = 1, ceea ce este o contradictie. [
]

(P10) [0,5 puncte; 2 raspunsuri corecte] Fie urmatoarea formula propozitionala:
Y = (Uo/\Ul/\Ug/\Ug,) — V4.

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

X A: o ~vg— (v; = (vg = (v3 = vg))).

O B: o~ (((vg = v1) = v2) = v3) = vy

O C:pF v — vy

OD: pFE (vg Vo Vg Vo) — vy .

X E: —vg V —vp Vg V —ws V ooy este FND gi FNC pentru .

Demonstratie:

A: se aplica succesiv echivalenta p A — x ~ ¢ = (¥ = x).
E: Avem

(Vo Avy Avg Avg) = vy~
—(vo Avy Avg Avg) Vg ~

) V U1 V ) V U3 V V4,

unde ultima formula este atat in FND, cat si in FNC.
Fie e o evaluare cu e(vy) = 1 si e(vg) = e(v9) = e(v3) = e(vy) = 0. Avem
B:eF ¢, dar e F(((vg = v1) = v9) — v3) — vy
C:eE @, dar e Fvi — vy
D: ek @, dar e F(vg Vv Vg Vug) = 1y
O]

(P11) [0,5 puncte; 2 raspunsuri corecte| Fie £ un limbaj de ordinul intai care contine exact
un simbol de functie de aritate 2, notat x. Consideram urmatoarea formuls a lui £

o =VaVy(r = yxy = Vz(z = 2x2 = y = 2)),



unde x, y si z sunt variabile distincte doua cate doua. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate?

X A: (N, ) F .

O B: (Q,) F ¢. ‘ ‘

X C: p HVaVyVz(x = yxy — (x = z2Xxz = y = 2)
OD: o BHVaVydz(z = yxy — (v = 2x2 = y = 2)
OE: o HVx(Ty(r = yxy) = Vz(x = 2xz = y = 2)).

).
).

Demonstratie:

Observam ca ¢ este satisfacut in (N, -) (sau (Q,-)) daca si numai daca pentru orice numar
din N (resp. din Q), daca acesta are o ‘radacina patrata’, aceasta este unica. Afirmatia este
adevarata iIn N, dar nu i in Q (e.g. 1-1=(—1)-(—1) =1). Formula de la C este o forma
normala prenex pentru . ]

(P12) [0,5 puncte; 2 raspunsuri corecte| Fie £ un limbaj de ordinul intai continand un
simbol de relatie binara P si un simbol de relatie unara (). Fie urmatoarea formula a lui £

v = VrIdyVudz(P(x,y) = (P(u,u) — =Q(2))),

unde x,y,u si z sunt variable distincte doua cate doua. Care dintre urmatoarele afirmatii
sunt adevarate?
X A: ¢ este o forma normala prenex pentru formula

JaVyP(x,y) — (=Ve—P(z,z) — =V2Q(2)).

X B: VaVu(P(z, g(z)) — (P(u,u) — =Q(h(z,u)))) este o forma normala Skolem pentru ¢,
unde g si h sunt simboluri noi de functie de aritate 1, respectiv 2.
(] C: ¢ este o forma normala prenex pentru formula

VyP(z,y) = (JeP(z,x) — V2Q(2)).

O D: VaVu(P(x, g(x,u)) = (P(u,u) — =Q(h(x,u)))) este o forma normala Skolem pentru
©, unde g si h sunt simboluri noi de functie de aritate 2.
O E: ¢ este atat in forma normala prenex, cat si in forma normala Skolem.

Demonstratie:



Varianta A este corecta pentru forma prenex:

JaVyP(x,y) = (=Vae—P(z,z) - =V2Q(z)) H
JaVyP(x,y) — (FxP(z,x) — Iz-Q(z)) H
J2VyP(x,y) — (FuP(u,u) — Iz-Q(z)) H
JVyP(z,y) — Yudz(P(u,u) - =Q(z)) H

Vaedy(P(z,y) — Yudz(P(u,u) — -Q(2))) H
VaeIyVudz(P(x,y) — (P(u,u) — —Q(2)))

(P13) [0,5 puncte; 1 raspuns corect] Consideram urmatoarea multime de clauze:

S= {{Uoﬂ)h ﬁv2}, {’an _'U17U2}7 {_‘7)07'017'02}7 {_'Uo, ﬁvz}}

Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?

X A: S este satisfiabila.

[] B: S este nesatisfiabila.

[0 C: {v1} este rezolvent al doua clauze din S.

O D: {vg} este rezolvent al doua clauze din S.

0 E: Ruland algoritmul Davis-Putnam pe multimea &, vom obtine [J € Sy, unde N este
numarul de pasi dupa care algoritmul se termina.

Demonstratie:

Se observa ca o evaluare e cu e(vg) = e(vy) = 1 si e(vy) = 0 satisface S. Rezulta ca A este
adevarata gi B, E sunt false. Se observa ca {vg} si {v;} nu se pot obtine ca rezolventi din
doua clauze din S. O

(P14) [0,5 puncte; 1 raspuns corect] Consideram urméatorul program Prolog.

p(Xs, [O|Rest]) :-
pl(Xs, 0, 1, Rest).

p1Cll, _, _, [I).

p1([XIXs], S, P, [P2|Rest]) :-
S2 is S + X,
P2 is P * X,
p2(Xs, S2, P2, Rest).



p2(01, _, _, ).

p2([XI1Xs]l, S, P, [S2|Rest]) :-
S2 is S + X,
P2 is P * X,
pl(Xs, S2, P2, Rest).

Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?

UJ Raspunsul interogarii 7- p([2, 2, 2, 2, 2, 2], R).esteR = [0, 2, 4, 8, 16, 32].
0] Raspunsul interogarii 7- p([1, 1, 1, 1]). esteR = [0, 1, 2, 3]

[J Raspunsul interogarii 7= p([], []1). este true.

[J Raspunsul interogarii 7= p([1, R). este false.

X Raspunsul interogarii 7- p([2, 2, 2, 2, 2, 2], R). esteR = [0, 2, 4, 8, 8, 32,
12]

(P15) [0,5 puncte; 2 raspunsuri corecte]
Consideram urmatorul program Prolog:

p(ll, [1.

pC[_IT], S) :- p(T, 9).

p(XIT], [XIS]) :- p_from(T, X, S).
p_from([], _, [1).

p_from([_|T], Last, S) :- p_from(T, Last, S).

p_from([X|T], Last, [XIS]) :- X > Last, p_from(T, X, S).

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

X Raspunsul interogarii p([4,6,8,3,4,78,5,2,6], [3, 4, 5, 6]) este true.

[J Raspunsul interogarii p([4,6,8,3,4,78,5,2,6], [4, 3]) este true.

(] Pentru orice lista L, exista o singura valoare posibila pentru R astfel incat interogarea 7-
p(L, R) sa aiba raspunsul true.

X Raspunsul interogarii p([6, 5, 4, 3, 2, 1], []) este true.

[J Nu exista nicio valoare pentru R astfel incat raspunsul interogarii p([6, 5, 4, 3, 2,
1], R) sa fie true



